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—

Mahasiswa dapat mengikuti perkuliahan
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Mata kuliah Kalkulus merupakan dasar cabang ilmu matematika yang
mencakup limit, turunan, integral, dan deret tak terhingga. Kalkulus adalah ilmu yang
mempelajari perubahan, sebagaimana geometri yang mempelajari bentuk dan aljabar
yang mempelajari operasi dan penerapannya untuk memecahkan persamaan.
Kalkulus memiliki aplikasi yang luas dalam bidang-bidang sains, ekonomi, dan teknik;
serta dapat memecahkan berbagai masalah yang tidak dapat dipecahkan dengan
aljabar elementer.

Kalkulus memiliki dua cabang utama, kalkulus diferensial dan kalkulus integral
yang saling berhubungan melalui teorema dasar kalkulus. Pelajaran kalkulus adalah
pintu gerbang menuju pelajaran matematika lainnya yang lebih tinggi, yang khusus
mempelajari fungsi dan limit, yang secara umum dinamakan analisis matematika.
Kalkulus digunakan hampir di setiap cabang sains fisik, sains komputer, statistik,

teknik, ekonomi, bisnis, kedokteran, kependudukan dan di bidang-bidang lainnya.

1.1. Sistem Bilangan
Matematika merupakan ilmu yang paling banyak dimanfaatkan dalam kehidupan
ini. Di dalam kehidupan sehari-hari dari mulai dari hal yang paling sederhana sampai

hal yang paling kompleks semuanya menggunakan ilmu matematika.

Bilangan bulat positif

/ Bilangan bulat negatif
Bilangan / : d

Rasional
——— 3 Bilangan nol

\A Pecahan a/b,dengan a & b bulat
\ Biangan  —————> V2=1,4142

[rrasional
T 1=314159

Bilangan Riil

Gambar 1.1. Sistem Bilangan Riel
Kalkulus didasarkan pada sistem bilangan riel dan sifat-sifatnya. Kumpulan

bilangan riel terdiri atas bilangan rasional dan bilangan irrasional. Bilangan rasional
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terdiri atas bilangan bulat positif, bilangan nol dan bilangan pecahan g/b dengan a
dan bbulat. Jika a merupakan anggota himpunan S, maka dituliskan a €S dan dibaca
“a elemen S’. Jika a bukan anggota himpunan S, maka dituliskan a ¢ S dan dibaca “a
bukan elemen S”.

Pada umumnya, sembarang himpunan dapat dinyatakan dengan 2 cara. Pertama,
dengan mendaftar seluruh anggotanya. Sebagai contoh, himpunan A yang terdiri atas
unsur-unsur 1,2,3,4,5,6,7,8,9 dapat dinyatakan sebagai: A={1,2,3,4,5,6,7,8,9}

Cara yang kedua, yaitu dengan menuliskan syarat keanggotaan yang dimiliki oleh
seluruh anggota suatu himpunan tetapi tidak dimiliki oleh unsur-unsur yang bukan
anggota himpunan tersebut. Apabila himpunan A di atas dinyatakan dengan cara ini,
maka dapat ditulis:

A ={x|x bilangan bulat positif kurang dari 10}
Himpunan A disebut Aimpunan bagian himpunan B, ditulis A < B, jika setiap anggota
A merupakan anggota B. Kiranya tidaklah sulit untuk dipahami bahwa ¢ < A untuk

sebarang himpunan A.
Dalam kehidupan nyata seringkali dijumpai bilangan-bilangan yang tidak
rasional. Bilangan yang tidak rasional disebut bilangan irasional. Contoh-contoh

bilangan irasional antara lain adalah v2 dan .

1.1.1. Operasi-operasi Bilangan Real

Jika a, b, ¢ merupakan anggota dari himpunan bilangan real R, maka :

1. a+ bdan ab adalah elemen dari R Hukum ketertutupan

2. a+b=b+a Hukum komutatif penjumlahan

3. a+(b+c)=(@+b)+c Hukum asosiatif penjumlahan

4. ab =ba Hukum komutatif perkalian

5. a(bc) = (ab)c Hukum asosiatif perkalian

6. a(b+c)=ab+ac Hukum distributif

7. a+0=0+a=4a l.a=a.1=a = 0disebut sebagai identitas terhadap

penjumlahan, 1 disebut sebagai identitas terhadap perkalian.
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1.1.2. Garis Bilangan
Representasi geometrik suatu bilangan real adalah dengan titik-titik pada sebuah
garis yang disebut sumbu real. Maka, garis bilangan adalah suatu penyajian bilangan-
bilangan real secara grafis oleh titik-titik pada suatu garis lurus. Untuk tiap bilangan
terdapat satu dan hanya satu titik, dan sebaliknya. Akibatnya, penggunaan istilah
bilangan dan titik (pada suatu garis bilangan) dapat saling dipertukarkan.
Untuk membentuk suatu garis bilangan pada suatu garis tertentu :
(i) pilih sembarang titik pada garis sebagai titik asal (sesuai dengan 0)
(ii) pilih suatu arah positif (ditunjukkan oleh sebuah ujung panah)
(iii) dengan sembarang satuan ukuran yang cocok, tempatkan titik +1 pada jarak satu
satuan dari 0.
Himpunan bilangan real disebelah kanan 0 disebut himpunan bilangan positif,
himpunan bilangan real di sebelah kiri 0 disebut himpunan bilangan negatif.
Jika a dan b bilangan yang berbeda, maka a < b berarti bahwa a berada di kiri b pada

garis bilangan sedang a > b berarti bahwa a ada di kanan b.

w
N
=
[uy
~
N
O -
Iy
~
N
=
N
W e
D -

Dalam definisi selanga < x < b :

(i) tiap simbol a dan b menyatakan suatu bilangan tunggal dan disebut suatu
konstanta

(ii) simbol x menyatakan tiap bilangan suatu himpunan (kumpulan) bilangan-bilangan
dan disebut peubah (variabel).

Jangkauan (range) suatu peubah adalah nama lain untuk himpunan bilangan yang

diwakilinya.

Sebagai contoh :

(1) x adalah suatu jilid himpunan sepuluh jilid buku; jangkauan x adalah himpunan

bilangan bulat 1,2,3,....... ,10.

(2) x adalah suatu hari di bulan Mei; jangkauan x adalah himpunan 1,2,3,4,........ ,31.

Dengan cara demikian, maka setiap bilangan real menentukan tepat satu titik pada

garis lurus dan sebaliknya setiap titik pada garis lurus menentukan tepat satu bilangan

real. Oleh sebab itu, garis lurus sering disebut pula Garis Bilangan Real.
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1.2. Pertidaksamaan

Peubah (variable) adalah lambang (symbol) yang digunakan untuk menyatakan
sebarang anggota suatu himpunan. Jika himpunannya R maka perubahnya disebut
perubah real. Selanjutnya, yang dimaksudkan dengan perubah adalah perubah real.
Pertidaksamaan (inequality) adalah pernyataan matematis yang memuat satu perubah
atau lebih dan salah satu tanda ketidaksamaan (<, >, <, ).
Contoh :
a. 5x+4<2x-3

4x -1
2x+3

Ketentuan :

>1

a) a>0 jika dan hanya jika a positif

b) a< 0 jika dan hanya jika a negatif

c) a>0 jikadan hanyajika—-a <0

d) a<0 jika dan hanya jika—a > 0

e) Jkaa<bdanb<c makaa<c

f) Jika a < b, maka a+c < b+c, jika c bilangan real
g) Jikaa < bdan c < d, maka a+c < b+d

h) Jika a < b dan c bilangan positif, maka ac < bc
i) Jika a < b dan c bilangan negatif, maka ac > bc

j) Jika0O<a<bdan0 < c < d, maka ac < bd

Menyelesaikan pertidaksamaan :

Menyelesaikan suatu pertidaksamaan dalam x berarti menentukan himpunan
semua nilai x yang ‘memenuhi’ pertidaksamaan tersebut (yang membuat
pertidaksamaan tersebut menjadi suatu pertidaksamaan yang benar).

Himpunan semua nilai x yang memenuhi suatu pertidaksamaan disebut sebagai
himpunan penyelesaian pertidaksamaan tersebut.

Menyelesaikan suatu pertidaksamaan memiliki arti mencari seluruh bilangan real
yang dapat dicapai oleh perubah-perubah yang ada dalam pertidaksamaan tersebut

sehingga pertidaksamaan tersebut menjadi benar.
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Sama halnya dengan persamaan, prosedur untuk menyelesaikan pertidaksamaan satu
langkah tiap kali sampai himpunan pemecahan jelas. Dapat melaksanakan operasi-
operasi tertentu pada suatu pertidaksamaan tanpa mengubah himpunan
pemecahannya. Khususnya :
1. Dapat ditambahkan bilangan yang sama pada kedua pihak suatu pertidaksamaan
2. Dapat dikalikan kedua pihak suatu pertidaksamaan dengan suatu bilangan positif,
3. Dapat dikalikan kedua pihak dengan suatu bilangan negatif, tetapi kemudian harus
membalikkan arah tanda pertidaksamaan.
Untuk menangani pertidaksamaan kuadrat, ditunjukkan bahwa suatu faktor linier
berbentuk (x — a) adalah positif untuk x > a dan negatif untuk x < a. Ini berarti bahwa
hasil kali (x —a)(x — b) dapat berubah dari nilai positif menjadi negatif dan sebaliknya,
hanya pada a atau b. Titik pada mana suatu faktor adalah nol, disebut titik-titik
pemecah, yang merupakan kunci menentukan himpunan pemecahan dari
pertidaksamaan kuadratis atau tingkat lebih tinggi.
Contoh-contoh soal :
1) Selesaikan pertidaksamaan 4x + 5 > 25
Penyelesaian :

4x + 5 > 25 (tambahkan dengan -5)

4x > 20

Xx>5 4 6 7 8 9 10

Maka nilai x yang memenuhi untuk pertidaksamaan diatas adalah : x > 5

2) Selesaikan pertidaksamaan 2x — 7 < 4x -2 dan perlihatkan grafik himpunan.

Penyelesaian :

2X—7 < 4x -2

2x < 4x + 5 (tambahkan 7) N

-2x<5 (tambahkan — 4x) 3 T2 0 1 ) 3

x > -5/2 (kalikan dengan — %2 ) . "
(7;00]={X'X>7}

3) Selesaikanlah pertidaksamaan kuadrat berikut ini : X2 —Xx<6
Penyelesaian :
Seperti persamaan kuadrat, pindahkan semua suku bukan nol ke salah satu ruas

dan faktornya.
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x2—x<6

x2 —x-6<0 (tambahkan -6)
(x-3)(x+2)<0 (faktorkan)

-2 dan 3 adalah titik-titik pemecahannya, titik-titik ini membagi garis riil menjadi
tiga selang (-oc, -2), (-2, 3) dan (3, «). Pada tiap selang ini (x — 3)(x + 2) bertanda
tetap, yakni selalu positif atau selalu negatif. Untuk mencari tanda ini dalam tiap
selang dipakai titik-titik uji -3, 0, dan 5 (sembarang titik pada ketiga selang tersebut
yang memenuhi).

Hasilnya : titik uji -3 bertanda positif (+) ; titik uji 0 bertanda negatif (-) dan titik
uji 5 bertanda positif (+). Sehingga dapat disimpulkan bahwa himpunan

pemecahannya adalah selang (-2,3).

s
\-2

hY
3
(_213)
4) Tentukan penyelesaian pertidaksamaan 2x-5<5x+7.
Penyelesaian:

2X-5<5x+7
2X-5-5x+5<5x+7-5x+5
—3x<12

-3x.(-1/3) >12.(-1/3)
X>-4

Jadi, penyelesaian pertidaksamaan di atas adalah {x cR| x > -4/.

5) Tentukan harga x yang memenuhi dari pertidaksamaan berikut ini:
10 < -2x + 4 < 20.
Penyelesaian :
10<-2x+4< 20

22X+ 4> 10 atau -2x+4< 20
X >3 X <8
X< -3 X > -8

Jadi, penyelesaian dari pertidaksamaan adalah : -8 < x < -3 2

" 4 1 Xy 1 1
\

2 A
-8 {3
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6) Tentukan harga x yangmemenuhi pertidaksamaan : 2x?> + 5x -3 < 0
Penyelesaian :

Selesaikan dengan bantuan persamaan :

2x2+5x-3=0
(2X—1)(X+3)=0 ++++ R ++ + +
(2x-1)=0— x =% dan -3 1/2

x+3)=0 >x=-3
Daerah yang memenuhi sesuai dengan soal (f(x) < 0 ) atau daerah negatif adalah:
-3<x< %
Pertidaksamaan tipe lain mungkin lebih sulit diselesaikan dibandingkan
pertidaksamaan-pertidaksamaan seperti pada contoh di atas. Beberapa contoh

diberikan pada bagian berikut.

Contoh :

1. Tentukan penyelesaian pertidaksamaan : x2 -5x+6>0 .
Penyelesaian:
Dengan memfaktorkan ruas kiri pertidaksamaan, maka diperoleh:
(x-2)x-3)>0
Telah diketahui bahwa hasil kali 2 bilangan real positif apabila ke dua faktor positif

atau ke dua faktor negatif. Oleh karena itu,

(i). Jika ke dua faktor positif maka: (ii). Jika ke dua faktor negatif, maka:
x-2>0dan x-3>0 x-2<0danx-3<0
< x>2 dan x>3 & X<2 danx<3
Sehingga diperoleh: x> 3. Diperoleh: x<2.

Jadi, penyelesaian adalah : {xeR| x<2 atau x>3}.

Penyelesaian pertidaksamaan di atas dapat pula diterangkan sebagai berikut : ruas
kiri pertidaksamaan bernilai nol jika x =2 atau x =3. Selanjutnya, ke dua bilangan
ini membagi garis bilangan menjadi 3 bagian: x<2,2<x<3,dan x>3 (Gambar

1.2).
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X<2 2<x<3 X3

A
v
v
A
v

2 3 4

O e

Gambar 1.2. Grafik penyelesain Pertidaksamaan
Pada bagian x<2, nilai (x-2) dan (x-3) keduanya negatif, sehingga hasil kali
keduanya positif. Pada segmen 2<x<3, (x-2) bernilai positif sedangkan (x-3)
bernilai negatif. Akibatnya, hasil kali keduanya bernilai negatif. Terakhir, pada
bagian x>3, (x-2) dan (x-3) masing-masing bernilai positif sehingga hasil kali
keduanya juga positif. Rangkuman uraian di atas dapat dilihat pada Tabel 1.1.

Tabel 1.1. Penyelesaian pertidaksamaan : x2 _5x+6>0

Tanda nilai
X-2 x-3 (x-2)(x-3) Kesimpulan
X<2 - - + Pertidaksamaan dipenubhi.
2<x<3 + - - Pertidaksamaan tidak
X>3 + + dipenuhi.
Pertidaksamaan dipenubhi.

Jadi, penyelesaian pertidaksamaan adalah {x <R| x <2 atau x > 3}.

1.3. Nilai mutlak
Nilai mutlak (absolut) dari suatu bilangan real didefinisikan sebagai berikut :

x| =x jika x>0

Ix|=-x  jikax<0
Misalnya : |4|=4, karena4 >0 danl|-2|=-(-2)=2, karena—2<0

Nilai mutlak suatu bilangan adalah panjang/jarak bilangan tersebut dari bilangan

0. Jadi, nilai mutlak 5 adalah 5, nilai mutlak —7 adalah 7, nilai mutlak 0 adalah 0, dan
seterusnya.
Sifat-sifat dari harga mutlak :
Jika a, b ¢ R, maka :
1) lal< b jika dan hanya jika —b < a < b, dimana b > 0
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2) lal> b jika dan hanya jikaa<-bataua>b
3) labl=1allb]

_l

e

a

b

4

-

5) la+bl<lal+]bl

6) la-bl>lal +|b]

7) la-bl<lal +Ib]

Jarak antara dua titik sebarang (bilangan real) a dan b pada sumbu real adalah
a-bj=|p-a.

Secara geometris, nilai mutlak |x -2 dapat diartikan sebagai jarak dari a ke x. Sebagai

contoh, jika [x-3=7 maka artinya x berjarak 7 unit di sebelah kanan atau di sebelah

kiri 3 (Gambar 1.3).

A
v
A
v

Gambar 1.3. Grafik Bilangan Pertidaksamaan
Jadi, penyelesaian |x-3|=7 adalah {-4,10}.
Jika a>0, maka: [x=a< x=aataux=-a.
Sebagai contoh,
X| = 4 berarti x =4 atau x = -4
3x|=5«< 3x=5atau3x =-5

5 5
& X =— atau X:_§

Secara sama,

2x—3|=7 berarti 2x-3=7 atau 2x-3=-7
2x=10 atau 2x=-4
x=5 atau x=-2

Contoh-contoh soal :
1) Carilah harga x yang memenuhi [x-7|< 6

Penyelesaian :
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Ix-71<6 -(x-7)<6

X—7<6 atau X+7<6
X <13 X < -1
Xx>1

Harga x yang memenuhi : 1 < x < 13

pul Il Il Il '
] 1 1 1 A

1 13
2)  Tentukan harga x yang memenuhi : [5x —3|=|6x +2|

Penyelesaian :

5x —3|=|6x +2| atau 5x — 3 = -(6x + 2)
5x-3=6x+2 5x-3 =-6x-2
X =-5 x=l

11

3) Selesaikan 2x-3/>7

Penyelesaian :

2x-3|27 < (2x-3)<-7 atau (2x-3)>7
& 2X<—4 atau 2x =10
& x<-2ataux=>5

Jadi, penyelesaian adalah {x <R|x <-2 atau x>5}.

2X

4) Tentukan semua nilai x sehingga 5
X_

<3.

Penyelesaian:

2X
X-2

<3e-3< 2X2s3

2 >-3dan =

Rt <3

Selanjutnya, karena:

.. 2X 2X
2x 1350 (ii). X_2£3©X_2—3£0
X-2 6
5 -6 o X
x—2 20 X~2
S x<2ataux=6

. 2X
L ——2>-3
(0 — =

<0

=

<X Sg atau x >2
. 6
maka, diperoleh: x < 3 atau x >6.
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1.4. Rangkuman

Kalkulus didasarkan pada sistem bilangan riel dan sifat-sifatnya, dimana hasil
dari penyelesaian dari suatu persamaan dan pertidaksamaan dapat dinyatakan dalam
garis bilangan. Himpunan bilangan real adalah himpunan bilangan yang merupakan

gabungan dari himpunan bilangan rasional dan himpunan bilangan irasional.

1.5. Latihan
1. Tentukan harga x yang memenuhi pertidaksamaan berikut ini dan perlihatkan
himpunan penyelesaiannya pada garis real :
a) x>-17x+70<0 ) (x+3)(x-2)(x—-4)<0
b) 2x2 —5x-4<0 d) x+1)2(x-3)>0
2. Carilah himpunan penyelesaian dari pertidaksamaan yang diberikan dibawah ini :

a) [2x +5/<4 C) [4x +2/>10

b) |2x-7>3 d) x-2/<3x+7
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Dalam pelajaran Kalkulus, ada materi mengenai koordinat yang banyak
manfaatnya untuk kehidupan sehari-hari. Dalam teorinya terdapat koordinat cartesius

dan koordinat kutub yang bisa saling dikonversikan.

2.1. Sistem Koordinat
Sistem koordinat adalah suatu cara/metode untuk menentukan letak suatu titik.
Ada beberapa macam sistem koordinat: Sistem Koordinat Cartesius, Sistem Koordinat

Kutub, Sistem Koordinat Tabung, dan Sistem Koordinat Bola.

2.1.1. Sistem Koordinat Cartesius
Sistem koordinat Cartesius untuk bidang terdiri dari dua sumbu koordinat, sumbu

x dan sumbu y, yang saling tegak lurus dan berpotongan di titik asal (0,0).
y

A

Kuadran Il Kuadran |

— ——————P x

2 -1 10 1 2

Kuadran Ill Kuadran IV

Gambar 2.1. Koordinat Cartesius
Bidang Cartesius terbagi atas empat kuadran. Setiap titik pada bidang Cartesius dapat
dinyatakan sebagai pasangan bilangan (X, y), dan sebaliknya pasangan bilangan (x,

y) menyatakan titik tertentu pada bidang.

Jarak antara dua titik P(x1,y1) dan Q(xz,y2) adalah : d(P,Q) = /(x, —X,)? +(y; - Y,)?
letak sebarang titik pada bidang dinyatakan dengan pasangan berurutan (x,y). Titik

P(x,y) mempunyai arti bahwa jarak titik P ke sumbu-x dan sumbu-y masing-masing

adalah |y| dan |x|. Apabila x <0 (atau y <0) maka titik 2 berada di sebelah kiri (atau

sebelah bawah) titik asal O dan apabila x>0 (atau y>0) maka titik 2 terletak di
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sebelah kanan (atau sebelah atas) titik asal O. Dalam hal ini, x disebut absis titik P

sedangkan y disebut ordinat titik P.

o A{-14)

«P(52)

'.'--I".L;;(S,'—l)"é..

Gambar 2.2. Jarak antara dua titik

2.1.2. Sistem Koordinat Kutub (Polar)
Pada sistem koordinat Cartesius, letak titik pada bidang dinyatakan dengan

pasangan (x,y), dengan xdan y masing-masing menyatakan jarak berarah ke sumbu-

y dan ke sumbu-x. Pada sistem koordinat kutub, letak sebarang titik P pada bidang

dinyatakan dengan pasangan bilangan real (r,8) , dengan r menyatakan jarak titik P

ke titik O (disebut kutub) sedangkan 6 adalah sudut antara sinar yang memancar dari

titik O melewati titik £ dengan sumbu-x positif (disebut sumbu kutub) (Gambar 2.3).

P(r,0)

r

o\

Gambar 2.3. Sistem koordinat kutub

0]

Berbeda dengan sistem koordinat Cartesius, dalam koordinat kutub letak suatu titik
dapat dinyatakan dalam tak hingga banyak koordinat. Sebagai contoh, letak titik

P(3,7/3) dapat digambarkan dengan cara terlebih dulu melukiskan sinar yang

memancar dari titik asal O dengan sudut sebesar % radian terhadap sumbu mendatar

arah positif. Kemudian titik P terletak pada sinar tadi dan berjarak 3 satuan dari titik
asal O (Gambar 2.4 (a)). Titik P dapat pula dinyatakan dalam koordinat
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(3, /3 + 2k7r), dengan £ bilangan bulat (lihat Gambar 2.4 (b)). Mudah ditunjukkan
pula bahwa koordinat (—3,47/3) pun juga menggambarkan titik 2 (Gambar 2.4 (c)).

Pada koordinat yang terakhir, jarak bertanda negatif. Hal ini dikarenakan titik P
terletak pada bayangan sinar op’.

Secara umum, jika (r,@) menyatakan koordinat kutub suatu titik maka koordinat titik
tersebut dapat pula dinyatakan sebagai berikut :

(r,<9+ 2k7r) atau (-r,0+(2k+1)z) dengan k bilangan bulat.

Kutub mempunyai koordinat (0,0) dengan & sebarang bilangan.

P(3,7/3) P(3,7/3+ 2kr)
3 3
7[/3 7/3+ 2kx
(a) (b)
. P(-3,47/3)
4fr/j(\
0
3
(c)
P!

Gambar 2.4. Berbagai pernyataan koordinat kutub untuk suatu titik.

2.2. Hubungan Antara Sistem Koordinat Cartesius dan Sistem Koordinat
Kutub

Suatu titik 2 berkoordinat (X,Y) dalam sistem koordinat Cartesius dan (r,0) dalam

sistem koordinat kutub. Apabila kutub dan titik asal diimpitkan, demikian pula sumbu
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kutub dan sumbu-x positif juga diimpitkan, maka kedudukan titik dapat digambarkan
seperti pada gambar 2.5.
y

 P(x,) = (1,0)

Gambar 2.5. Kedudukan titik

Dari rumus segitiga diperoleh hubungan sebagai berikut :
(2.1) X =1rcoséd y=rsing atau:

(2.2) r=4 2 y2 6= arcsin[iJ = arcco{fj

r r

Contoh soal dan penyelesaiannya :

1. Nyatakan ke dalam system koordinat Cartesius.

a. A(4,2—nj b. B(—S,Ej C. C(—3,—5—nj
3 4 6

Penyelesaian:

Dengan menggunakan persamaan (2.1) :

2 2
a. x:4cos?n:—2 y:4sin?n=2\/§.

sadi, Al-2,23).

b. x:—5cosE:—E\/§ y:—55inE:—E\/§.
4 2 4 2

5 5
Jadi, dalam sistem koordinat Cartesius B(—E\/E,—Eﬁj.
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c. x=-3cos _on :§\/§ y =—3sin o =§.
6 2 6 2
Jadi, c(ﬁﬁ,éj.
2 2
Apabila x =0 maka persamaan (2.2) dapat dinyatakan sebagai:

(2.3) rr=x"+y° G:arctan(xj, X #0
X

Hati-hati apabila menggunakan persamaan (3.3), karena ¢9=arctan¥ akan

memberikan 2 nilai 8 yang berbeda, 0 <6 <2mr. Untuk menentukan nilai & yang

benar perlu diperhatikan letak titik A apakah di kwadran I atau II, ataukah

dikwadran II atau IV. Apabila dipilih nilai & yang lain, maka r = — x> +y? .
Nyatakan ke dalam sistem koordinat kutub:
a. P(4,-4) b. Q(-4,4)
Penyelesaian:

Dari persamaan (2.3), diperoleh:

a. r=+4% + (-4 =442

Selanjutnya, karena letak titik 2 di kwadran IV, maka:
r=4+/2 dengan 6= %—[ , atau

r=—4+2 dengan 6:?%[

3
Jadi, P(Ni,%nj atau P(—4\/§,Tnj.
b. r=t+(-4) +4> =442

-4 3n mn
6 =arctan— = — atau —

Selanjutnya, karena letak titik @ di kwadran II, maka:
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r=4+2 dengan Gz%,atau

r=—442 dengan Gz?.

Jadi, Q(m/f,%rt] atau Q(—m/i,%rtj.

3. Nyatakan persamaan r =2asin@ ke dalam sistem koordinat Cartesius.
Penyelesaian:
Jika ke dua ruas persamaan di atas dikalikan dengan r maka diperoleh :
r> =2a(r sin 0)
Selanjutnya, karena r’ =x*> +y” dan rsin® =y maka:
x* +y* =2ay
<X +y?—2ay =0,

yaitu persamaan lingkaran dengan pusat (0,a) dan jari-jari |a|.

2.3. Jarak Dua Titik Koordinat Kutub
Cara menghitung jarak dua titik koordinat kutub adalah dengan menggunakan
jarak dua titik pada koordinat Cartesius. Koordinat kutub diubah terlebih dahulu
menjadi koordinat Cartesius.
Menetukan jarak antara titik A(r1, 61) dan titik B(r2, 62) :
a. Koordinat Cartesiusnya adalah :
A(ri, 61) = X1 =1r1cos 01 danyi =r1sin 61 — A(r1 cos 01, 1 Sin 01)
B(r2, 02) = X2 = r2 cos 02 dan y2 = r2 sin 02 — B(rz2 cos 0y, r2 sin 07)

b. Jarak titik A(x1, y1) dan titik B(x2, y2) adalah :

Jarak = \/(X2 —Xl)2 + (Vz —\’1)2

= \/(rzcose2 —rlcosel)2 + (rzsine2 —-r sinel)z

= Jr? +r2 =2r.1,.c08(6, - 6,)

Maka jarak titik A(r1, 61) dan titik B(rz, 62) adalah :

Jarak =./r? +r? —2r,r,.cos(6, - 6,)
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Contoh soal dan penyelesaiannya :
Tentukan jarak titik A(4, 160°) dan B(5, 100°)
Penyelesaian :

Jarak titik A dan titik B adalah : = \/rlz +r1) — 2r1.r2.cos(91 — 6?2)

— J4? +52 —2(4)(5).cos(160° —100° )

— 16+ 25—40.cos(60° )
- 41—40.% =21

Jadi, jarak kedua titik A dan B adalah J21

2.4. Rangkuman

Sistem koordinat adalah suatu metode untuk menentukan letak suatu titik.
Dengan menggunakan sistem koordinat cartesius, bentuk-bentuk geometri seperti
kurva dapat diekspresikan dengan persamaan aljabar. Pada era modern ini koordinat
cartesius banyak digunakan. Di dalam kehidupan sehari-hari dalam bidang koordinat

cartesius sangat mutlak diperlukan, salah satunya yaitu dalam soal penerbangan.

2.5. Latihan
Untuk soal 1 — 8, nyatakan masing-masing dengan dua koordinat yang lain, satu
dengan r >0 dan yang lain dengan r <0.

1. (6,m/3) 5. (v2,5n/2)

2. (-3,2n/5) 6. (~7,-51/6)

3. (5-m/4) 7. (6,~7m/3)

4, (5,7n/4) 8. (4,6m/7)

Untuk soal 9 — 16, nyatakan dalam sistem koordinat Cartesius.
9. (6,2n/3) 13. (v2,5n/2)

10. (-4,m/8) 14. (-7,-5m/6)

11. (5,-m/4) 15. (6,—7m/3)

12. (6,7m/4) 16. (4,71/8)

35



Untuk soal 17 — 23, ubahlah ke dalam sistem koordinat kutub.

17. (-3-3) 21. (0,-11)

18. (2,2) 22. (33,-3)

19. (-2.243) 23. (-+/2/3,6/3)

20. (31)

Untuk soal 24 — 29, nyatakan masing-masing persamaan ke dalam sistem koordinat
Cartesius.

24. r =3coso 27.r=-4

25. r* =1+sinB 28. 9:%[

26. r:l_jose 29, 1* =6

Nyatakan persamaan pada soal 30 — 33 ke dalam sistem koordinat kutub.
30. x-y=0

31. y2 =1-4x

32. xy=1

33. Tunjukkan bahwa jarak titik P(r,8) dan Q(R,¢) adalah:

d= \/rz +R? —2rRcos(¢p —8)
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Dalam matematika aljabar akan ditemukan simbol-simbol yang berhimpitan
dengan angka, sehingga membentuk sebuah susunan/sistem yang dikenal dengan
fungsi matematika. Variabel dan fungsi merupakan kata kunci untuk menyelesaikan
atau mengembangkan sistem tersebut. Pemahaman tentang variabel dan fungsi
sangat dibutuhkan yang akan mendukung dalam memecahkan dan membuat fungsi-

fungsi matematika.

3.1. Fungsi dari Sebuah Variabel

Fungsi merupakan suatu bentuk hubungan matematis yang menyatakan
hubungan ketergantungan (hubungan fungsional) antara satu variabel dengan
variabel lain.

Unsur-unsur pembentuk suatu fungsi adalah :
- variabel,
- koefisien dan
- konstanta
a) Variabel
Variabel merupakan unsur pembentuk fungsi yang mencerminkan atau mewakili
faktor tertentu. Berdasarkan kedudukan/sifatnya variabel dibedakan atas :
- variabel bebas, yaitu variabel yang nilainya tidak tergantung pada variabel lain.
- variabel terikat (tetap), yaitu variabel yang nilainya tergantung pada variabel
lain
b) Koefisien dan Konstanta

Koefisien adalah bilangan/angka yang terkait pada dan terletak didepan suatu
variabel dalam sebuah fungsi.

Konstanta adalah: bilangan atau angka yang (kadang-kadang) turut
membentuk sebuah fungsi tetapi berdiri sendiri sebagai bilangan dan tidak terkait
pada suatu variabel tertentu.

Sebuah variabel y disebut fungsi dari variabel x jika terdapat suatu hubungan,
sehingga untuk setiap harga x dalam daerahnya dapat ditentukan suatu nilai y, x
disebut variabel bebas, sedang y disebut variabel tidak bebas karena nilainya

ditentukan pilihan nilai x.
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Simbol f(x) dibaca “f fungsi x” atau “fungsi dari x” digunakan untuk menyatakan
fungsi dari x. Jika dalam soal yang sama dijumpai fungsi lain dari x, maka digunakan
notasi lain sebagai berikut : g(x), h(x), F(x), G(X), ........

Dalam mempelajari fungsi y = f (x) perlu diketahui daerah dari variabel bebas x, juga
disebut “"domain” yang menentukan dari fungsi.
a. Fungsi f (x) dikatakan tertentu dalam suatu interval jika dapat ditentukan untuk
setiap nilai x dari inteval tersebut.
b. Jika f(x) adalah fungsi dari x dan a dalam domain yang menentukan, maka f (a)
diartikan sebuah bilangan yang diperoleh dari f (x) dengan menggantikan x oleh a.
Contoh :
Jika f(x) = x* —4x+2, maka :
f(1)=(1)>-4(1)+2=1-4+2=-1
f(-2)=(-2)*-4(-2)+2=-8+8+2=2
f@)=(a)’-4(a)+2=a*-4a+2

3.2. Fungsi Aljabar dan Grafik dari Suatu Fungsi
Fungsi Aljabar terdiri dari :

- Fungsi Linier

- Fungsi Kuadrat

- Fungsi pangkat banyak

- Fungsi pecah
Grafik dari suatu fungsi

Bilamana daerah asal dan daerah hasil sebuah fungsi merupakan bilangan riil,

dapat dibayangkan fungsi itu dengan menggambarkan grafiknya pada suatu bidang

koordinat. Dan grafik fungsi f adalah grafik dari persamaan y = f(x).

3.2.1. Fungsi Linier (Fungsi Garis Lurus)

Fungsi Linier (fungsi garis lurus) adalah suatu fungsi dimana variabel bebasnya
paling tinggi berpangkat satu.
Bentuk umum fungsi linier adalah :

y=f(x)=ax+b 3 a&b : konstanta
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X : variabel bebas

y : variabel tidak bebas/yang dipengaruhi

Contoh Fungsi Linier
1) Gambarkan grafik dari fungsi berikkut : y = 3x + 2
Penyelesaian :

» Dengan menggunakan tabel x dany :

X -2 -1 0 1 2
Y -4 -1 2 5 8

» Dengan menggambarkan grafik fungsi
 titik potong dgn sumbu vy :
pada x = 0, maka y = 2 = titiknya adalah A (0,2)
» titik potong fungsi dgn sumbu x :
Pada y = 0, maka x = -2/3 => titiknya adalah B (-2/3 ; 0)

Gambar 3.1. Grafik fungsi Linier

3.2.2. Fungsi Kuadrat

Fungsi kuadrat merupakan Suatu fungsi non-linier (garis tidak lurus) yang
variabel bebasnya berpangkat dua.
Grafik dari fungsi kuadrat apabila digambarkan merupakan garis tidak lurus yang

berbentuk parabola.

41



Bentuk umum fungsi kuadrat :
1) y=f(x) & y=ax’+bx+c
dimana: a, b, c: adan b adalah koefisien dan c adalah Konstanta
X : variabel bebas
y : variabel tdk bebas
2) x=f(ly) & x=ay’+by+c
dimana: a, b, ¢ : adan b adalah koefisien dan c adalah Konstanta
y : variabel bebas
X : variabel tdk bebas
Ciri-ciri matematis dari fungsi kuadrat, bila y = f(x) = ax? + bx + ¢, adalah :
a) Titik potong fungsi dgn sumbu y adalah pada x = 0, makay = c.
Titiknya adalah a (0,c)
b) Titik potong fungsi dengan sumbu x adalah paday = 0, jadi ax?+ bx + c = 0.
Ada 3 kemungkinan yang terjadi, yaitu :
i) Bila deskriminan (D) = b? — 4ac > 0 , maka terdapat 2 buah titik potong :

:__b+ b?—4ac _ -b b%-4ac
e

Xl
ii) BilaD =0 (b?-4ac = 0), maka hanya terdapat satu buah titik potong fungsi
kuadrat dengan sumbu x.
ii) Bila D < 0, maka tidak terdapat titik potong fungsi kuadrat dengan sumbu x.
c) Titik puncak, yaitu titik dimana arah dari grafik fungsi kuadrat (parabola) kembali

ke arah semula.

b_-D., _ —(b*—-4ac)
a 4a’ 4a

Titik puncak : P = (x = ;_

d) sumbu simetri adalah sumbu yang membagi/membelah dua grafik fungsi kuadrat
menjadi dua bagian yang sama.
Persamaan sumbu simetri : x=;—a
Contoh soal :
1) Buatlah sketsa grafik dari : y=x>-5x+ 6

Penyelesaian :
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Gunakan daerah asal mula (domain natural), buat sebuah tabel nilai, rajah titik-
titik yang berpadanan, hubungkan titik-titik ini dengan sebuah kurva mulus.
= Titik potong fungsi dengan sumbu y adalah padax =0,y =6
titiknya : A (0,6)
= Titik potong fungsi dengan sumbu x pd y = 0, dimana :
D =b?2—4ac =25-4(6) =1 > 1. Maka terdapat 2 titik potong :

a) x,= Sty 22_4(6) =3 =>» titiknya B1 (3,0)

x _2-V25-4(6) _, > titiknya B (2,0)
2

b)

2

N

= Titik puncak : p:(xz§ : y:M:_lmj
4

Y=x2-5x+6

-1

Gambar 3.2. Grafik fungsi kuadrat : y = x2—5x + 6

Diketahui fungsi y = f(x) = -x2 + 6x — 9, gambarkan grafik fungsi tersebut.

3.3. Operasi pada Fungsi

Fungsi bukanlah bilangan, tetapi seperti halnya dua bilangan a dan b dapat

ditambahkan untuk menghasilkan sebuah bilangan baru a + b, demikian juga dua

fungsi f dan g dapat ditambahkan untuk menghasilkan sebuah fungsi baru f + g.
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Tabel 3.1 Tabel operasi fungsi

Operasi pada fungsi Rumus
Penjumlahan (f + g)(x) = f(x) + g(x)
Selisih (f=9)(x) = f(x) - g(x)
Hasil Kali (f. 9)(x) = f(x) . g(x)
Hasil Bagi (EJ(X) _f(x)

g g9(x)

Contoh-contoh soal :

1)  Jika f(x) = 2x + 3 dan g(x) = x? — 4x + 4, tentukan hasil operasi berikut :
a) (f+9)x)
b) (f — g)(x)
c) (fg)(x)

f
9 gl

Penyelesaian :
a) (f+9)(x) = f(x) + g(x)
=(2x+3) + (x> —4x + 4)
=x2-2x+7
b) (f—9g)(x) = f(x) — g(x)
=(2x+3)- (X2 -4x + 4)
= -x2 + 6x -1
c) (fg)(x) = f(x).g(x)
= (2x+3) + (x> —4x + 4)
=2x3- 8x2 + 8x + 3x2 — 12x + 12
=2x3-5x2—-4x + 12
f f(x)
d) | = —
) (QJ(X) g(x)
_ 2x+3
C x*—4x+4

2) Diketahui g(x) = e + 3x? dan g(x) = 4e> — 2x? + 8, tentukan hasil operasi
berikut :
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a) (F+ Q) O (f))
b) (F— g)(X) d) @(x)

Penyelesaian :
a) (f+ 9)(x) = f(x) + g(x)
= (e + 3x%) + (4e>* - 2x? + 8)
=(1+4)e>+(3-2)x*+38
=5e* + x>+ 8
b) (F~9)(x) = f(x) - g(x)
= (e + 3x?) - (4> - 2x* + 8)
=(1-4)e>*+(3+2)x>-8
= -3e2x + 5x2 - 8
Q) (fg)x) = f(x).g(x)
= (e + 3x%) . (4e> - 2x* + 8)
= 4e™ — 2x%e® + 8e¥ + 12x%eX — 6x* + 24x?

= 4e¥™ + 8e2* + 10x%e2x - 6x* + 24x?2

d) (EJ(X) - M

g)"" 9(x)
_ e
4™ -2x* +8
3) Jika f(x) = 2x2 — x, maka tentukanlah f(x + 2)

Penyelesaian :
f(x+1) =2(x+2)* —(x+2)

:2(x2+4x+4j—(x+2)

—2x2 +8X+8-X-2

= 2x2 +7X+6
) _ f(x+2)
4) Diketahui f(x) = e*, maka tentukanlah :
f(x-1)
Penyelesaian :
fi(x +2) e*?
fi(x-1) e*™P

_ ex#2)-(x1) _ o3
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X+3

5) Jika f(x)=

ox? 1’ maka tentukanlah f(0), f(3a) dan f(1/x)
Penyelesaian :
0+3
f(0)=——=-3
(0) 01
f(3a) = 3a+3  3a+3

2(3a)2 -1 18a?-1

1/x+3 1+3x x° X + 3x°2
FU/x)=—Xt2 _2r9X X XHSX
2(1/x)c -1 X 2-X 2—-X

3.4. Fungsi Trigonometri

Trigonometri merupakan bagian dari matematika yang mempelajari relasi

antara sudut dan sisi-sisi pada suatu segitiga dan juga fungsi-fungsi dasar dari relasi-
relasi tersebut.

Sifat-sifat dasar Sinus dan Kosinus

|
-

Gambar 3.3. Lingkaran Satuan

P(x.y)

}X

NE

Andaikan t menentukan titik P(x,y) seperti ditunjukkan diatas. Maka
sint=y dan cost = x

x dan y bervariasi antara -1 dan 1, sehingga :

‘sin t‘ <1

cos t‘gl

Karena t dan t + 2n menentukan titik P(x , y) yang sama,
sin(t +2z) =sint cos(t + 27) = cost

sin (-x) = - sin x cos(-X) = cos X
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sin (Z - tj = cost cos(E - tj =sint
2 2

Kesamaan penting yang menghubungkan fungsi-fungsi sinus dan kosinus :

. cost
sin?t+cos’t=1 cott = ——
sint
tant < SN sect=——
cost cost
1
CSCt =
sint

Grafik Sinus dan Kosinus
Untuk menggambarkan grafik y =sint dan y = cos t dalam mode radian dapat

diberikan sebagai berikut :

Gambar 3.4. Grafik Sinus dan Kosinus
Empat hal tentang grafik pada gambar 2.4 :

1. Sin t dan cos t keduanya berkisar dari -1 sampai 1

2. Kedua grafik berulang dengan sendirinya pada selang yang berdampingan
sepanjang 2.

3. Grafik y = sin t simetri terhadap titik asal dan y = cos t terhadap sumbu v.

4. Grafik y = sin t sama seperti y = cos t, tetapi digeser n/2 satuan ke kanan.

3.5. Rangkuman
Fungsi dalam matematika adalah suatu relasi yang menghubungkan setiap

anggota x dalam suatu himpunan yang disebut daerah asal (domain) dengan suatu
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nilai tunggal f(x) dari suatu himpunan kedua yang disebut daerah kawan (codomain).

Himpunan nilai yang diperoleh dari relasi tersebut disebut daerah hasil (range).

3.6. Latihan
1) Diketahui : f(x) = sin (x) + 2 cos (2x), maka tentukanlah f(r)
Penyelesaian :
f(n) = sin (=) + 2 cos (2.7)
= sin (180°) + 2 cos (360°)
=0+2=2
2) Jika fungsi f(x) = (cosec x + sec x)(sin X. cos x), tentukan persamaan dari fungsi
tersebut.

Penyelesaian :

f (x) =(cosec x+sec X)(sin x.cos Xx)

O S j(sin X.COS X)

sin X  COS X
COS X sin x )
=| — +— (sin x.cos x)
Sin X.COS X  Sin X.Cos X
Sin X+ COSX ), .
=| === |(sin x.cos x)
Sin X.COS X
=SiNn X + COS X

3). Periksa kebenaran kesamaan-kesamaan berikut : 1+tan®t =sec’t dan

1+cot®t=csc?t
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Di dalam matematika, konsep limit digunakan untuk menjelaskan sifat dari suatu
fungsi, saat argumen mendekati ke suatu titik, atau tak hingga; atau sifat dari suatu
barisan saat indeks mendekati tak hingga. Limit digunakan dalam kalkulus (dan

cabang lainnya dari analisis matematika) untuk mencari turunan dan kekontinyuan.

4.1. Definisi Limit
Definisi Intuitif
Misalkan y=f#(x) suatu fungsi, @ dan L bilangan riil sedemikian sehingga :
« Bila xdekat a tetapi tidak sama dengan a (x=a), f(x) dekat ke L
« Bila x mendekati g tetapi x=a, maka 7(x) mendekati L
« Misalkan f(x) dapat kita buat sedekat mungkin ke L dengan membuat x cukup
dekat a tetapi tidak sama dengan a

« Maka dapat dikatakan bhw limit 7(x) bila x mendekati a adalah L, lerrl1 f(x)=L

2
Misalkan : [im 2X —4 :i
x>2 X“+X-6 5

2

2)(—_4 ditunjukkan pada tabel 4.1.
X“+Xx—-6

Tabel limit fungsi

Tabel 4.1. Tabel limit fungsi f(x)

x*-4 4
X = %65
1 0,75
1,5 0,7778
1,9 0,7959
1,999 0,79996
J J
2 0,8
3 0,83333
2,5 0,81818
2,1 0,80392
2,001 0,80004
2 0,8
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4.2. Teorema Limit

Andaikan n bilangan bulat positif, k konstanta, dan f dan g adalah fungsi-fungsi
yang mempunyai limit di c. Maka :
1. lim k=k

x—C

2. lim x=c

X—C

lim kf(x) =klim f(x)

X—C

w

4. lim [f(x)+g(x)] = lim f(x)+lim g(x)
5. lim[f(x) - g(x)]=lim f(x) - lim g(x)
6. lim[f(x).g(x)]=lim f(x).lim g(x)

f(x) lim f(x)

X—>C

De g0 limg(x)

asalkan lim g(x) =0
X—C

8. lim [f] = le f (x)J

9. lim o/ f(x) =g/lim f(x) asalkan lim (x)>0 bilamana n genap

Contoh soal dan penyelesaiannya :
1) Tentukan : IiL’n2 (3x—2)
Penyelesaian :

lim (3x—2)=3limx—lim2

x—2 x—2 x—2
=(3.2)-2=4
2) Tentukan : !(i_QWS(XZ +2x-2)

Penyelesaian :

I|m(x +2X — 2)—I|mx +2limx—1lim2

X—3 X—3

= (3)2+2(3)-2=9+6-2=13

3) Tentukan: lim (x-3)°
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Penyelesaian :

lim (x—-3)? = Iirr;(x2 —6x+9)

=2 -6(2)+9=1

] 3x-2
4) Tentukan : lim
) N x=>2 9x+7

Penyelesaian :
Im@Bx—-2) 3limx-Ilim2

3X—2 _ Xx22 — X2 X—2
x>2 9x+7 lim(9x+7) 9limx+Ilim7
X—2 X—2 X—2

32)-2 6-2 4

T 9(2)+7 18+7 25

5) Tentukan : lerr}l 9+ x?

Penyelesaian :

. 2y 2
'X'L'l V9 + x _\/im(9+x)

=J(@+4%) =25=5
6) Tentukan : lim J(x—4)?

Penyelesaian :

lim 3(x—4)% = Iiml3\/x2 —8x+16

= Iiml(x2 —8x +16)

~3/12 —8(1)+16 =3/9

. (x+h)?=x?
7) Tentukan : Lll_;r(l) EEre—

Penyelesaian :

22 2 22
lim (x+h)s=x _lim (X +2hx+h® —x°)
h—0 h h—0 h

. 2hx+h?
=[im
h—0

= Ih|£r3(2x+ h) = 2x
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8) Tentukan : lim(2x+3)(x-2)
Penyelesaian :
Iiml(2x+3)(x—2) = Iirr}(2x+3).lirr}(x—2)

=(21+3).0-2)=5.(-1) =-5

3 3
i X+n)° —X
9) Tentukan : lim x+n)” —x"
n—0 n
Penyelesaian :
o(x+nP=x® L X3 +3x*n+3xn? +n® = X8
lim =lim
n—0 n n—0 n

_ 3x2n+3xn? +nd
=lim
n—0 n

= Iim(3x2 +3xn+ nz)
n—0

= 3x? +3x(0) + (0)*
= 3x°

10) Tentukan : Iirr; Vn? +10n+1
n—

Penyelesaian :

lim Vn? +10n +1 = /22 +10(2) +1
=25=5

im 2x% —5x -3
11) Tentukan : ‘1 2 13y 2
Penyelesaian :
2 —_ — J—
lim 2><2 5x -3 _lim (2><2 D(x+3)
Xx>1 X 43x—2 x> xX°4+3x-2

lim(2x —1).lim(x + 3)
— x—1 X—1 :_:2
Iim(x2 +3x—2) 2

x—1
12) Tentukan : Iirrf\/ X* +3x+9
X—>

Penyelesaian :
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lim3/x2 +3x+9 =3 Iim(x2 +3x+9)
X—3 x—3

=3/32 +3(3)+9
=3/27 =3

Jt-2

t-4

13) Tentukan : |X|Lq

Penyelesaian :

-2 Jt -2
ilm. ﬁ_!(m(ﬁ_zxﬁ+2)

) 1
=lim
x—>4i\/f+2i
_ 11
Jay2 4

4.3. Limit Kiri dan Limit Kanan

Dalam definisi limit tidak ada batasan mengenai bagaimana x harus mendekati
Xo. Kadang-kadang lebih mudah untuk membatasi pendekatan ini. Dengan meninjau
x dan X, sebagai titik-titik pada sumbu real dimana x, adalah tetap dan x bergerak,
maka x dapat mendekati xo, dari kanan atau dari kiri. Untuk mengindikasikan
pendekatan ini berturut-turut dengan menuliskan :
Jika x mendekati X, dari kiri, maka x — X0~
Jika x mendekati X, dari kanan, maka x — Xo *

Secara limit kedua pernyataan diatas ini ditulis sebagai berikut :

lim f(a) ada, berarti fungsi memiliki limit kiri

X—a~

lim f(a) ada, berarti fungsi memiliki limit kanan

x—a*

Iin; f(a) ada, mengandung arti bahwa keduanya limit kiri dan kanan ada dan

Sama.

Contoh soal dan penyelesainnya :

Selidiki : 0 34 21X
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Untuk X — 0™, maka %—» o

Dan 2Y* 0.

1 1 1

Maka : lim =—
aka 3

0 3127% 340

Untuk X — 0", maka 1 —>+oc
X

Dan limit kanan, sehingga Iim — 1 tidak ada. 2""* = «.
X—50 3+21/X

Maka : lim #:—zo

X—0* 3+21/x 0

Limit Kiri

4.4. Limit Fungsi Khusus
Misalkan f(x) dapat didefinisikan dan bernilai tunggal untuk semua nilai x di sekitar
X = Xo dengan pengecualian untuk x = X, itu sendiri.

Dibawah ini diberikan beberapa limit fungsi yang istimewa, yaitu :

@ fjm - ) Jjm X -1

X0 X x>0 Sin X

untuk x kecil maka sin x = x

lim 9% 4
- = - X

Dapat dibuktikan berdasarkan (a),

sebagai berikut :

. tanx . sin x
lim——=1lim
x>0 X x-0 X(COS X)
. sinx . 1
=lim dim =1.1=1

x>0 x x>0 (COSX) B

n liml+x)"" =e

Xx—0

Bukti :
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1
Misalkan X = y , berarti x —» 0 maka y — « sehingga

limL+ )" = lim (1+1)" —e

x—0 y—too
_In(1+x)
g) lim==—"=1
Bukti :
iim M%) i In@a+ x)
x—0 X x—0
_ H /x| __ _
= |n[|XID;I(1+ X) J_ Ine=1
. e -1
h) lim® =1
x—0 X
Bukti :
Misalkan In (1 + x) =y, maka (1 + x) = e
X = eY -1, sehingga y — 0 jika x — 0. Maka dari (g) :
1=lim In(1+X)—Iim y —Iimey_1 d i huruf v d
== =M =m y atau dengan mengganti huruf y dengan
x diperoleh lim——==1
x—0 X

Contoh soal dan penyelesaiannya :

_ . tan2x
1) Hitung: lim o~

Penyelesaian :

. tan2x .. (tan2x 4x 1
lim =lim —
x>0 tan4x  x-0  2X tandx ) 2

1, tan2x 1
=5, ox .. tan4x
2 X lim
4x->0  4X
_1gq21
2 2
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2) Hit lim SN 9X
itung :
g x—0 10)(

Penyelesaian :

. Sinbx ,. sinbx 1
lim =lim —
x—0 lOX x—0 5)( 2
1.1
2 2
sin 2XC0S 2X

3) Selesaikan : lim
) Selesaikan m x

Penyelesaian :

_sin2xcos2x .. 2Sin X COSX COS2X
lim——————=1im

x—0 4x x—0 4X

. 2sinX
= lim ———.c0S X.C0S 2X
x=>04 X

= %.1.cos(0).cos(2.0) 1

2

. 2\
4) Hitung : i'ﬂl(“ ;j
Penyelesaian :

Misalkan x = 2y, maka y— oc bila x —oc, sehingga

X 2y
Iim(l+zj :|im(1+£j
X—>00 X X—>00 2y
2
y
{Iim(ﬂlJ } =g?
y—o0 y

1-cosx

X2

5) Selesaikan : lim
x—0
Penyelesaian :

lim =lim
x—0 XZ x—0 X

1—cos x 2sin?(x/2)
2

_lim 2sin (x/2) 1sin(x/2)
o0 X2 20 /2
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2sin (x/2) 1sin(x/2) 1

=lim =
x—0 x/2 2 x/2 2
PRI T
2 2 2
_ . SIn4x—2sin 2X
6) Selesaikan : lim .
x>0 2sIn 3X
Penyelesaian :
. sindx—sin2x .. sin4dx  sin2Xx
lim . =lIm — ——
x>0 25sin 3x x=0 28INn 3X  2SIn 3X
1. sindx 3x 4 1,. sin2x 3x
=—lim ———Ilim

2350 4x sin3x 3 2x0 2x sin3x 3

-(31a5)-(52)-2
2 3 2 3) 6

7) Selesaikan : lim{in(x? +6x+9) ~In(x+3)}

Penyelesaian :

i . X% +6X+9
limin(x? + 6x +9) —In(x + 3){=limIn| =—12""~
x—>0{ ( ) ( )} x—0 [ X+3

_lim | &3)(x+3)
(x+3)

~1In [Ixiig(x+3)J=In(3)

- 2 45 5x2+1
8) Hitung : lm(x2+7j

Penyelesaian :

2 5x2+1 9 5x2+1
. X“+5 . [ XT+7-2
lim| = =lim| =~———=
xoo| X747 xool XS4+

— lim [1+ =2 j[;](i)(f‘l)

X2 +7

_ —10x%72
lim

— o XP+T

X—00
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. . I|m sin x—sin a
9) Hitung : m =5
Penyelesaian :

. i . 2cosi(x+a).sini(x-a)
lim sihx=sina _ | 2 2

x—a X7@ X—a X-a

sin $(x-a)
(x-a)

=lim 2cos % (x+a).

X—a

=2cosi(a+ a).[%] = cosa

Jika menentukan limit dengan hanya menggunakan tabel serta grafik
memerlukan waktu dan nilai pendekatannya kurang tepat. Maka untuk itu diberikan

beberapa macam metode untuk menentukan limit.

4.5. Rangkuman
Limit dapat digunakan untuk menjelaskan pengaruh variabel fungsi yang
bergerak mendekati suatu titik terhadap fungsi tersebut. Limit hanya merupakan nilai

pendekatan, bukan nilai sebenarnya.

4.6. Latihan

Selesaikanlah soal-soal limit dibawah ini :

1/3
_(2y*+8y
: lim
a) lim(x* - 4x) 9 yﬁz( y+4 ]
bY I x-1
M s h) lim{in(<* +4x—5)~In(x~1)}
. . 3n-1
¢) lim S|n(2.x)—25|nx ) lim n+10
x>0 sin(3x) n>e\ N+5
in2 L 1\
dy lim 3N-0/4) j) llm[1+—J
x—0 X2 n—o n_+_3
) lim— 2 _ o limSSG+D)
x-0 \/1—COoSX x>0 tan(x +1)
5n-1
f) |im(1+ij
ool N+3
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5.1. Metode Penyelesain Limit
Ada beberapa bentuk limit jika diselesaikan dengan suatu metode akan

menghasilkan nilai % . Banyak yang menganggap bahwa ini adalah hasil akhir nilainya,

padahal pada beberapa kasus, bentuk % bukan merupakan nilai limit. Diperlukan

metode yang tepat untuk menentukan nilai limit fungsi di suatu titik.

5.1.1. Menentukan Limit Dengan Memfaktorkan

Umumnya metode ini digunakan Untuk menyelesaikan limit aljabar pada fungsi
pecahan, jika dengan metode subsitusi nilai limit tak terdefinisi.
Langkah-langkah yang digunakan adalah menyederhanakan bentuk pecahan tersebut
dengan menentukan faktor persekutuan antara pembilang dan penyebut.
Contoh soal dan penyelesaiannya :

Selesaikanlah soal-soal limit berikut ini :

1) Hitung : jj Xt

x—1 X_l

Penyelesaian :

2 —_—
lim X -1 _lim (x+1)(x-1)
x-»1 XxX-=1 x—1 (X—l)
= lim (x+1)=2
x—1
. . X" +5x+6
2) Selesaikan : lim ————

x>2 X2 +4x+3

Penyelesaian :

2
+5X+6 +2)(x+3
X X _“m(x )(x + 3)

lim — =
x>2 X°+4x+3 2 (x+1)(x+3)
:“m(x+2) :ﬂ
2 (x+1) 3
3 Hit im 2X° —x—6
itung : —
9 x—52 (x—=2)

Penyelesaian :

63



2x° —x—6 :“m(2x+3)(x—2)

lim

x—2 ()( — 2) x—2 (X _2)
= Iirr;(2x+3)
=2(2)+3=7

i imit beri - (y-1)(y*+2y-3
4) Selesaikanlah soal limit berikut : jim Y z)(y t2y-3)
ol yt =2y +1

Penyelesaian :

mnw—lyf+2v—3tﬂm4v—nw+3ﬂv—n
yo1 y? =2y +1 o1 (y—=1)(y-1)

=lim(y + 3)

y—1

=1+3=4

. -10
5) Selesaikan: lim — (x )
x—>10 (X~ +30x—400)

Penyelesaian :

. (x—10) . (x—10)
lim 5 = lim
10 (2 +30x—400) *-10(x —10)x + 40)

. 1
= lim
x-10 (x + 40)

1
10440 50

3 2
. X +6Xx°+11x+6
6) Selesaikan : lim
x—>-2 X+2

Penyelesaian :
X6 11X +6 - (x+3)(x+2)(x+1)
lim = lim
x—>—2 X+ 2 X—>—2 (X + 2)

= Iirr_12 (x+3)(x+1)

=(-2+3)(-2+1)
=-1

5.1.2. Menentukan Limit Dengan Merasionalkan Bentuk Akar
Agar pecahan dapat disederhanakan pembilang dan penyebut dikalikan dengan

akar sekawannya.
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Contoh soal dan penyelesaiannya :

3-Vax+1

1) Selesaikan : llinz 5

Penyelesaian :

. 3—+4x+1 8 —4x
lim =lim
-2 x—2 2 (x—2)(3+/4x +1)
—4(x—2)
=1m
=2 (x—2)(3+/4x +1)
-4 2
=lim ———
=2 34+44x+1

2) Selesaikan : IimM

x—4 X—4

Penyelesaian :

i XA L Vx-Na x4
x4 X—4 x4 x—4 \/;4-\/_

(x—4)

- (x—4)Vx +/4)

'L“W)
1 1

VRSN

3) Hitun lim 25X 2x* —5x
itung :
9 x>0 3 —4/9+X
Penyelesaian :

lim 2x — 5x 2x* —5x 3++/9+x
x—0 3 — \/9+x X—>° 3-— \/9+x 3+\/9+x

X(2x —5)(3++/9 +x)

=lim

x—0 —X
=Iirr(1)[—(2x—5)(3+\/9+xl
= —(-5)(3++/9)

=30
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1' 2 J— f—
4) Hitung : lim X +3-x-1

x—1 1-— X2

Penyelesaian :

Iim\/x2+3—x—1 V2 +3-x—1 Vx> +3+(x+1)

=i .
x>l 1-x° ol 1% VX +3 +(x+1)
=lim 21 )
xo1 (1—x)(1+x)(\/x2 +3+x+1)
2 1

=lim =—
Hl(1+x)(\/x2+3+x+1) 4

_ U -2 Ux+1
5) Selesaikan : lim .
x—1 (X—l)

Penyelesaian :

Iim%/X_Z_Zi/;H:Iim (i/;_l)z

S0 R i - Y1)

1

1
(1+1+1f 9

6) Selesak lim sin(2x)
elesaikan : ——
x>0 3 —4/2x+9
Penyelesaian :
i sin2x . 2sinxcosx 3++/2x+9

im —————=1Iim .
x50 3—4/2x+9 x>0 3—\2x+9 3++/2x+9

sinx ' cosx(3 ++/2x + 9)

=lim
x=>0 X -1
_, cos(0)3 +2(0)+9)
' -1
_ 13+3)_

-1
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5.1.3. Menentukan Limit dengan Membagi Pembilang dan Penyebut dengan
Variabel Pangkat Tertinggi.
Metode ini digunakan untuk jenis fungsi pecahan dengan x mendekati tak

hingga (x — ~), dilakukan dengan membagi pembilang dan penyebut dengan variabel

pangkat tertinggi.
. .1
Dimana : lm " 0

Contoh soal dan penyelesaiannya :

x> —4x> +7
1) Hitung : lim —————
) g x>0 36X —2X°

Penyelesaian :
3 2
X —axi+7 , XKS _4XK3 + %3
||m T = ||m 2 3
x>0 3—6x° —2X x> }/;—6§/2—2§/2
X X X
_4 7
1 X+/<

=lim | -——F—% 2

3
|38 2| " ”

3

2) Hitung : lim
) g e 21

Penyelesaian :
lim 2 _ lim 20/
e x? 41 xoex? /X3 +1/x3

=oo(tak ada limit)

—2x* +3x> +4
3) Hitung : lim 7
x> BX" +X—5

Penyelesaian :

4 3
e kzﬁ/ﬂ+@é/a%(44)
lim 2x4+3x +4:Iim /X X /X
x>o  BX" +X—5 x

R SVARCAREA

_)I(m 6+(%3)_ %4
_-2+040 1
" 64+0-0 3



aX +2x° +8

8x° —1

4) Hitung : lm
Penyelesaian :
N S B (Xm/xs)+ (ZXZ-%)* (As)
s 8x°—1 Ko (8x%5 (%5
—I|m(% )+2+(SA5)
e ()
1

0+2+0

8-0

4

5) Selesaikanlah soal limit berikut : I|m(8+10x)(4 2x)
x> (4 +2x)(2—2x)

2
8

Penyelesaian :

i (8+10x)4-2x) iy = 20x” +24x +32
xon (4+2x)(2-2x) x>r —4x° —4x+8

. (—20x/) (24x )+(32 2)
o) (/) (%z)
AN
e )

_ —20+0+0 _
-4-0+0

6x —10
6) Selesaikanlah : lim————
x> 4x* + 8x + 10

Penyelesaian :

e (f)(/)

im—
x> 4x* +8x+10 X—> 4/ +(
+

V

= lim
X—)OO4

/
bz

0
= = — =00
4+0+0 4




) 16X +2Xx+6
7) Selesaikanlah : lim
o —Ax® —4x* —6

Penyelesaian :

163 +2x+6 ( XKﬁ %ﬁ %

lim 3 ——=1lim 3 > )

xo0 —4x* —4X° — 6 x—>°<>(—4X/)_(4X _(y)
X’ X’ X’

_16+0+0 _
 —4-0-0

X(x+2) % }

x+1 x*+1

8) Selesaikanlah : Iim{

X—>00

Penyelesaian :

Iim{x(x+2)_ x> }:“m{x(x+2)(x2+1)—x3(x+1)}

oo x+1 X +1 (x+1)(x* +1)

X~ + X +2x}

a {x +x2+x+1

AR ARG

1+0+0+0
| 5y*+4
9) Selesaikanlah : ||m|:u}
y—>0 y_5

Penyelesaian :

fim 2Y A _ |im{(5y7yz)+ (%)}

y—>0 3y -5 y—o
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5.2. Kontinuitas dan Diskontinuitas Fungsi
Definisi :

Fungsi Ax) dikatakan kontinu (sinambung) di x = X, jika dan hanya jika
XILrp f(x)="f(x,).

Dari definisi terlihat ada 3 (tiga) syarat sebuah fungsi f(x) dikatakan kontinu di x = xo
yaitu:
(1) f(xo) terdefinisi (ada).

(2) xII—T f(x) terdefinisi ada,

(3) lim f(x) = f(xo)

Apabila satu di antara ketiga syarat itu tidak dipenuhi, maka fungsi f(x) diskontinu (tak
sinambung) di x = a.

Perhatikan gambar berikut :

1. “y f(x) kontinu di x = a,
sebab lim f(x) = f(a)
X—=a
f(a)
f(x)
> X
a
y 3 Y f(x) diskontinu di x = a,
2. 4 #(x) diskontinu di x = a, sebab [im /'(xx) # fla)
P sebab 1im f(X) tidak ada )
f(x) o f(a) k.
f(a) — X
b X .
a

Gambar 5.1. Fungsi kontinu dan diskontinu
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Contoh soal dan penyelesaiannya :
1) Tunjukkan bahwa fungsi f(x) =x*+x-3 kontinu di x=1
Penyelesaian :

a) f(1)=1"+1-3=-1 — f(1) terdefinisi

: (2 2 .
)I(l_rpl fx) = )I(l_rpl(x +X = 3) =1"+1-3=-1__ | !(lm f (X) terdefinisi

b)

o) Liinlf(x) =f(1) Jadifungsi f(x)=x*+x—3 kontinu di x =1.

2

2) Selidiki apakah fungsi f(x) = X kontinu di x = 3

Penyelesaian :

:32—9=O

f(3) 0 (tidak terdefinisi)

Karena f(3) tak terdefinisi, maka f(x) diskontinu di x = 3

s _ €4 untuk x #2
3) Selidiki apakah fungsi f(x) =
4, untuk x=2

kontinu di x = 2

Penyelesaian :
a) f(1) =4 (terdefinisi)

3 2
by limf(x) =lim 2 = jim X DX +X+1):Iim(x2+x+1):12+1+1:3
x—1 x->1 X =1 x—1 X—=1 x—1
(terdefinisi)

c) limf(x)#f(1), berarti f(x) diskontinu dix = 1

Misal :

f(x) = x? + 1 kontinu di x = 2, karena : limf(x) =5 =f(2)

Persyaratan ini mengandung arti bahwa fungsi hanya mungkin kontinu pada titik
dalam daerah definisinya.

Sebuah fungsi yang kontinu di setiap titik dalam suatu interval dikatakan kontinu
dalam interval tersebut.

Sebuah fungsi f(x) dikatakan diskontinu pada x = X, jika satu atau lebih syarat
untuk kontinuitas tidak berlaku dititik tersebut.
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Contoh diskontinuitas :

1) f(x)=r12 adalah diskontinu pada x = 2, karena :
(i) f(2) tidak terdefinisikan (mempunyai penyebut nol)
(i) |XILT12 f (X) tidak ada (sama dengan «)

Fungsi ini kontinu dimana-mana kecuali pada x=2 dimana fungsi tersebut

dikatakan mempunyai diskontinuitas yang berhingga.

5.3. Aturan L'Hopital

Jika limf(x)=A dan XlLHQ g(x)=B, dimana A dan B keduanya nol atau

X=X,

. f
keduanya tak terhingga, maka le % seringkali tak tentu dalam bentuk berturut-

turut 0/0 atau oo/o. Teorema berikut yang disebut L'Hopital mempermudah
perhitungan limit-limit semacam ini.
1. Jika f(x) dan g(x) dapat didiferensiasi dalam interval (a, b) kecuali mungkin pada

titik xo dalam interval ini, dan jika g'(x) # 0 untuk x # Xo, maka

lim fx) = lim f'(x)
X=X, (X) X%, g (X)
_ . . - fx) o f(x)
2. Jika limf(x)=c dan limg(x)=c, maka persamaan lim——=Ilim—— juga
X=X, X—>X, X=X g(X) X%, g (X)
berlaku.

Contoh soal dan penyelesaiannya :

e -1

X

1) Hitunglah : |XILT(1)
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Penyelesaian :

2x

Iiﬂg y - memiliki “bentuk tak tentu” 0/0
2X 2X
-1 2
Iime =lim < =2
x>0 X x—>0 1
22 —2x+4

2) Hitunglah ; lim
) g x> 4x* +3x—5

Penyelesaian :

2 —=2x+4 o )
lim ————— = memiliki "bentuk tak tentu” oo/
x>o 4X" +3X—5
i 2x* =2x+4 . 4x-2
|m2—: m
x>0 4x° +3x—5 x>=8x+3
.4 1
=lim—==
x—0 8 2
> _4x

3) Hitunglah ; lim——%
) g s x> +3x—10

Penyelesaian :

_ x* — 4x
I|m{—} - memiliki "bentuk tak tentu” 0/0

x->2| x? +3x—10
. x> —4x . 3x* -4
lim - =lim
x=2| X" +3x—10| x»2 2x+3
_3(2°-4_8
22)+3 7

Contoh-contoh soal yang diselesaikan :
1) Hitunglah :

a) lim5x =5limx =5.2=10
b) Iirg(x2—4x+1):4—8+1:—3

x-27 limx-2) 1
C) Iim[ } =x=23 ==
X+2 I|m3(x+2) 5

X—3]
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; 2 _ i g2
d) 'X'EWZE"X _\/lem(ZS X“)

-9 =3
2) Hitunglah :
X—4 . X—4
a) lim———=lim—0—
x4 x2 —x—12 x4 (X+3)(x—4)
: 1 1
=lim—==
x>4X+3 7
3 _ 2
b) Iimx2 27=Iim (x=3)(x" +3x+9)

-3 X°—=9 x8  (Xx—3)(Xx+3)

x*+3x+9 9

=lim =
-3  X+3 2
0 "m{ }_“ { 4-x? }(3+\/x2+ )
7 3 \/x +5] 2 3-x2+5 | (3+/x2+5)

(4 X )(3+\/x +5)
—I|m(3+\/x + ) 6

) Iimx2+x—22 im (x=1)(x+2)
x—1 (X—l) x—1 (X 1)

. X+2
=lim—— =o0; tidak ada limit
x—4 X —1

3) Hitung soal-soal dibawah ini, mula-mula dengan membagi pembilang dan penyebut

dengan pangkat tertinggi dari x yang ada, kemudian gunakan lan =0
. 3x-2 . 3-2/x
a) lim = lim
x50 X +7  x>09+7/X
9+0 3
6x* +2x+1 . 6-2/x+1/x?
b) lim ———=1im -
x>0 X2 —3x+4 x>©6-3/Xx+1/X
_6+0+0_1
6-0-0
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3

. 4x : 4
c) lim——=Ilim———— =o0; tidak ada limit
x>0 X° 45 o1/ X+5/X

4) Diketahui f(x) terdefinisi oleh :
-1 jikax <0
f(x)=: 0 jikax=0
1 jikax>0
Selidikilah limit dari fungsi tersebut.
Penyelesaian :
Syarat suatu limit dikatakan ada, jika limit mempunyai limit kiri dan limit kanan dan
mempunyai harga sama.
Grafik dari f(x) diatas adalah :

x>0

Limit kiridix =0 :
Iin; f(x) = Iin(}(—l) =-1
Limit kanan di x = 0 :
Iin; f(x)= Iin;|+(1) =1
Limit kiri = limit kanan, maka dapat disimpulkan bahwa :

limf(x) = tidak ada

x—0

5) Hitunglah :
a) lim sin(4x) lim sin(4x)4
x—0 X x—0 4x
= 4IimM =4(1)=4
x—0 4x
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b) “m(sin(3x)jx+l i “m(M 3j“m(x+1,

x—0 X x—0 3x x—0

= (1x3)' =3

X" —4
6) Selidiki f(x)= 2 diskontinu dititik x sama dengan ?

Penyelesaian :

2’ -4
2-2

(@) f2)= =g ( tidak terdefinisi )

X =4 (x=2)(x+2)
(b) ngx_z =lm (x —2)

=lim(x+2)=2+2=4

X—2

Maka fungsi diskontinu dititik x = 2

x —3] jika x =3
7) Selidiki kontinuitas fungsi f(x) = )
jika x=3
Penyelesaian :
a) f(3)=2

b) lim f(x)= Iim|x—3|:0
x—3" x—3"

lim f(x) = lim

x—3* x—3*

X Vv

x—3=0
Limit kiri = limit kanan = maka lim f(x) =0
tetapi limf{x)  f(3)
Jadi fungsi diskontinu dititik x = 3
5.4. Rangkuman
Limit digunakan untuk menyatakan sesuatu yang nilainya mendekati nilai
tertentu. Jika suatu fungsi tidak terdefinisi untuk titik tertentu, tetapi kita masih bisa

mencari nilai yang didekati oleh fungsi tersebut apabila titik tertentu makin didekati

yaitu dengan limit.
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5.5. Latihan

. Selesaikan soal-soal limit berikut ini :

a) Iirrz1(x2 — 4x)
b) lim(x®+2x* —3x—4)

Xx—>-1

lim (W+2)(W* —w—6)

) W2 +4w+4
2
d) Iimu —-2u+1
-2 y? 44
lim =1
. __ X1
) e Vx?+3-2
—4n®* -25n+6

|
D e 2n3 + 2n?

X—-1

Xx—-1
VX2 4+3-2

. {x2+3x+2}
h) lim| —————

X2 +4x+3

. Cari limit-limit tersebut dibawah ini, jika leina f(x) =3 dan Ix'Lna g(x)=-1

a) lim /12 () +g° (x)

b) Iim2f(x)—3g(x)
oa £ (x)+9(x)
. Hitung :

. 1-cosx
a) lim

x—0 X

by lim tan 3x
) x-0 Sin 2X

sin 2x —2sin X

c) lim

x—0 sin 3x
x=0 /1 —cos X

c) lImg/g(x)[f (x)+3]

sin 4x

x—0 25INn X COS X

a2
imsm (x/4)

X2

m sin(x + a) +sin(x —a)

X

m 5sin(x +1)
x>0 tan(x +1)



4. Tentukan :

4x
a) im[In(@x+1) - In(3x + 1] d) Iim(SX_l)
X—>00 xoo\ Gy +1
. ) _(n+10)""
b) lim{In(x" +4x-5)—In(x-1)} e) lim
X—>00 noo\ N+5
_ 1 n+5 1 5n-1
Iim| 1+ = lim| 1+ ——
C) naw( nj f) n—m;( n+3j
5. Cari tiap limit kanan dan limit kiri atau nyatakan bahwa itu tidak ada.
a) lim x-1
x->1" 2X +1
b) lim Vo - x2 o) lim Y1+ X
X—>3" x—1" 4 + 4X

6. Tentukan titik-titik diskontinu dan jenis diskontinuitas dari fungsi-fungsi :

x® —27 x-1
f(x)= f(x)=
a) f(x) 29 c) f(x) 1
4-x’ x* 16
b) f(X)=——— d) f(x)=
3-Vx*+5 x2—4
@X+3)X=D) sea x 41
7. Diberikan suatu fungsi : fx)=) *X~1)
2 jika x=1

Selidiki kekontinuan fungsi tersebut.
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PERTEMUAN 6
TURUNAN (DIFFERENSIAL) :
MENENTUKAN TURUNAN FUNGSI
DAN ATURAN DASAR TURUNAN

Capaian . | Mahasiswa mampu memahami

Pembelajaran prinsip dasar dan aturan dasar
turunan

Sub Pokok . | 6.1. Definisi Diferensial

Bahasan 6.2. Menentukan Turunan Fungsi

6.2.1. Aturan Dasar Turunan

6.2.2. Jika y= f(x) Merupakan
Fungsi Trigonometri

6.2.3. Jika y = f(x) Merupakan
Fungsi Logaritma

6.2.4. Jika y = f(x) Merupakan
suatu Fungsi Eksponen

6.2.5. Jika y = f(x) suatu Fungsi

Siklometri

Daftar Pustaka . [1.Edwin J. Purcell and Dale
Varberg, “Kalkulus dan Geometri
Analitis”, Jilid I, Edisi Kelima,
Penerbit Erlangga, 1999.
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Turunan (diferensial) dipakai sebagai sebuah alat untuk menyelesaikan
berbagai permasalah yang dijumpai di dalam bidang geometri dan mekanika. Turunan
merupakan salah satu topik penting dalam Kalkulus.

Konsep turunan fungsi secara universal atau menyeluruh banyak sekali
dimanfaatkan di dalam berbagai bidang keilmuan. Misalnya, dalam bidang ekonomi :
yang dipakai guna menghitung berupa, biaya total atau total penerimaan. Pada bidang
biologi: dipakai untuk menghitung laju pertumbuhan organisme. Pada bidang fisika :
di pakai untuk menghitung kepadatan kawat. Pada bidang kimia: dipakai untuk
menghitung laju pemisahan. Serta pada bidang geografi dan juga sosiologi: yang

dipakai untuk menghitung laju pertumbuhan penduduk dan lain-lain.

6.1. Definisi Diferensial
Turunan (derivative) suatu fungsi y = f(x) terhadap x = X, didefinisikan sebagai

jim Y _ jim [+ A%) ~f(x,)

asalkan limitnya ada. Limit ini juga disebut laju perubahan sesaat (atau mudahnya,
laju perubahan) dari y terhadap x pada x = Xo.
Secara umum, turunan akan menyatakan bagaimanakah sebuah besaran berubah
akibat adanya perubahan besaran yang lainnya.
Sebagai contoh : turunan dari posisi suatu benda yang kemudian bergerak terhadap
waktu merupakan kecepatan sesaat oleh objek tersebut.

Proses dalam menemukan suatu turunan disebut sebagai diferensiasi. Serta
kebalikan dari suatu turunan disebut seabgai Anti Turunan.
Contoh :
Cari turunan y = f(x) = x2 + 3x terhadap x pada x = Xo. Gunakan ini untuk nilai
turunan pada xo = 2.
Penyelesaian :
f(x +h) —f(x)

f'(x)=LiLr(1) "
2 2
i (xh) +30x+h)=(¢ + 3%)
h—0 h
2 2 (2
i ((x* +2xh+h +3:+3h) (x +3x))
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im x> +2xh+h? +3x+3h—x*> —3x
h—0 h

2xh+h? +3h

=lim
h—0

=lim (2x+h+3)=2x+3
h—0

Maka : f'(x)=2x+3

Pada xo = 2, nilai turunan adalah =2.2 +3 =7

6.2. Menentukan Turunan Fungsi

Turunan bisa ditentukan tanpa adanya proses limit. Untuk kebutuhan ini
dirancang teorema atau pernyataan mengenai turunan dasar, turunan dari operasi
aljabar pada dua fungsi, aturan rantai untuk turunan fungsi komposisi, dan juga
turunan fungsi invers.
Dibawah ini diberikan rumusan dasar dari suatu turunan (derivative) untuk fungsi-

fungsi elementer.

6.2.1. Aturan Dasar Turunan

Beberapa aturan dasar dari turunan sebagai berikut :

a) y = f(x) = x", maka y'=;|—y=nx"‘1
X

b) y = f(x) suatu fungsi konstanta maka y'=3—§=0

c) Aturan kelipatan konstanta berlaku jika y = k f(x) maka y':j—i:k.f‘(x)

Contoh soal dan penyelesaiannya :
Tentukan turunan dari fungsi-fungsi dibawah ini :
1) Diketahui: y=f(x)=x>+6
Penyelesaian :
y=f(x)=2x*>+6

3
dx dx

2) Diketahui: y=f(x)=8

Penyelesaian :
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y=f(x)=8

. dy
fix)= =
x) dix 0
3) Diketahui : y = f(x) =3x" 5)  Diketahui : f(t)_i_i
' ' J7t
Penyelesaian : Penyelesaian :
2 4
= f(x) = 3x* flt) =2 _ O o2 g3
y = f(x) (t) N
4
&g ) =S oy S
dx dx d 3

4)

=3(4x%) =12x>

Diketahui : y = f(x) = Vx> +6x +3

Penyelesaian :
y =f(x) = (" +6x+3)"”
1 d
f(x)'==(x* +6x +3) 2. —(x* +6x+3
=21 ) )

_ X+3
24X +6x +3

6.2.2. Jika y= f(x) Merupakan Fungsi Trigonometri

Jika y = f(x) merupakan suatu fungsi trigonometri, maka berlaku :

[ k. y'—d—y—cosx
a) y = sin x, maka .
,_dy .
b) y = cos x, maka Y :d_x: —sinx

|_dy_ 2
c) y =tgx, maka v—&—sec X

1 dy 2
d) y=ctgx, maka Yy = dx = —C0osec X

. d
e) y=secx, maka Y =§ =secX.tg x

f) y=cosecx, makay' = ;l_y = -Cosec X ctg x
X
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Contoh soal dan penyelesaiannya :

Tentukan turunan dari fungsi-fungsi dibawah ini :
4) Diketahui : y = sin (x3- 4)

Penyelesaian:

1) Diketahui: y = cos 2x
Penyelesaian :

Ay cos(x® —4).(x*> —4)'

y':d—y:—sin2x.2 %
dx
= —2sin2x. = cos(x’ —4).3x° =3x’cos(x’ —4)

5) Diketahui : y = -3 cos(x? — 2)
Penyelesaian :

2] Diketahui : y = tan 5x
Penyelesaian :

y'= 9y _ sec”5x.(5x)' y'= dv _ —3(=sin(x* —2)).(x* =2)'
dx dx
= 5sec?5x =3sin(x’ —2).2x = (6x)sin(x* —2)

3] Diketahui : y = —2sin{v5x+6)

Penyelesaian :

ylzj_:: :—2cos(\/5x+6X\/5x+6)

- —2cos<«/5x + 6)%(5x +6)2.5
_ = 5cos(\/ 5x + 6)

\/5x+6

6.2.3. Jika y = f(x) Merupakan Fungsi Logaritma

Jika y = f(x) merupakan suatu fungsi Logaritma, maka berlaku :

a) 9o maka Y dy L
= X, ay=—=
Y g dx xlng

dy 1
b) y =Inx, makay’ =i ;

contoh soal dan penyelesaiannya :
Tentukan turunan dari fungsi-fungsi dibawah ini :
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1. Diketahui:y = Inx3
Penyelesaian :
_dy 1

e A 3\t
y_dX X3(X)

= %.BX2 =§

2. Diketahui : Y= f(X)="logx

Penyelesaian :

In x 1
=f(X)=—=—.Inx
y (0 In4 In4
yo 11

In4 x

3. Diketahui: y="f(X)= In(cosz(Zx))
Penyelesaian :

L ﬂ B
dx cos?*(2x)

(cosz(Zx))

1 .
= COSZ(ZX)2cos(2x)(—sm(2x).2

_ —4sin(2x)cos(2x)
- cos’(2x)

_ 4sin(2x)
- cos(2x) = Atag(2x)

4. Diketahui : y = -2In (x+6)2

Penyelesaian :

l_ﬂ_ —2 2)
Y= dx  x+6) (cx+67)

4

-2
=——.2(x+6)= X+ 6)

(x+6)

5. Diketahui: y= f(x):zlog(x2 —9)

Penyelesaian :

y= M = i.ln(x2 —9)

In2 In2

6. Diketahui : y = f(x) =2In%*’

Penyelesaian :

y = dy _ 2(2Ine®’ ).iz.e3X2 .6x
dX e3x

2 2
24x.e* Ine™ 2
= . =24x.Ine*

3x

e

6.2.4. Jika y = f(x) Merupakan suatu Fungsi Eksponen

Jika y = f(x) merupakan suatu fungsi eksponen, maka berlaku :

a) y=a*, makay = d—y=axlna
dx

dy

= e*
dx

b) y=¢e*,makay =
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Contoh soal dan penyelesaiannya :

Tentukan turunan dari fungsi-fungsi dibawah ini:

2
1. Diketahui : y = 5¢ 3. Diketahui: Yy =4
Penyelesaian : Penyelesaian :
y= _5xn5 y' =42 In4.(4x)
dx
=47 4xIn4
2. Diketahui : y = e* 4. Diketahui : y=e®"9
Penyesaian : Penyelesaian :
dy 4 dy 3
=—=¢"(4x)’ =2 =@ (2x* +5)'
Y= (4x) Y= ( )
=e".4=4e¥ = @9 6% = 6x%® 9

6.2.5. Jikay = f(x) suatu Fungsi Siklometri

Jika y = f(x) merupakan suatu fungsi siklometri, maka berlaku :

. dy 1 . dy -1
a)y=arcsinx, maka y'=—=—— d) y = arc ctg x, maka =—=
)Y vy e ? YT 1 x
dy -1 dy 1
b)y = arccos x, maka y'=—-= e) y=arcsecx, maka y'=—=
)Y V= - )Y V= o1
dy 1 dy -1
c)y=arctgx, maka y'=—-= = arc cosec X, maka y'=—=
)y et aTme DY Ve e
Contoh soal dan penyelesaiannya :
1. Diketahui : y = arc sin(x* +5) 2. Diketahui : y = arc cos(3xy
Penyelesaian : Penyelesaian :
, -1
y|: 1 . .2X y = —2 18X
J1-(x? +5) 1-(3)
2X —18x

(" +10x? + 26) J1-9x2
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3. Diketahui : Yy =arcsin(x/2) 5. Diketahui : y=arctan(x?)

Penyelesaian : Penyelesaian :
: 1 ' dy 1
y = X y':—:—.2X

- (x12)? %) dx 1+ (x2f

N 02X
JI-(x2/4) 2 S lext

B 1 1
2\/4—x2 Ja—x?

4

4. Diketahui : Yy = arc cos(7x —6)°

Penyelesaian :
du
Misalkan : u=(7x—6) , maka : o 5(7x—6)*.7 =35(7x —6)'

Sehingga: Yy =arc cosu

o1
dx 1-u?

dy__ ! .35(7x — 6)*
dx \/1—((7x—6)5)z

dy  35(7x-6)*

d  [1-(7x—6)"

6.3. Rangkuman
Turunan merupakan salah satu topik penting dalam kalkulus. Secara umum,
turunan akan menyatakan bagaimanakah sebuah besaran berubah akibat adanya

perubahan besaran (variabel) yang lainnya.

6.4. Latihan

Tentukanlah turunan dari fungsi-fungsi berikkut ini :

a. y=Iyx"+x+1

b. y=In(x++vx*+1)
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®

—h

r=y1++/x

4
2x3

f(X) = x/3-2x?

y = cos(l— x?)

y:

h.

X

y=In

1+¢*

X
y = arcsin
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PERTEMUAN 7

TURUNAN (DIFFERENSIAL) :
TURUNAN FUNGSI BERSUSUN,
TURUNAN FUNGSI INVERS DAN
TURUNAN FUNGSI IMPLISIT

Capaian . | Mahasiswa memahami prinsip
Pembelajaran dasar turunan dan penggunaannya
Sub Pokok . | 7.1. Turunan fungsi bersusun
Bahasan 7.2. Turunan fungsi implisit

/.3. Turunan Fungsi invers

Daftar Pustaka
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“Kalkulus”, Seri Buku Schaum
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7.1. Aturan Rantai untuk Fungsi Bersusun
Untuk fungsi-fungsi yang berbentuk rumit, dimana y adalah fungsi dari u (atau
v), u dan v merupakan fungsi dari x, turunannya dicari dengan mengembalikannya ke
rumus dasar.
Cara pengembaliannya sebagai berikut :
1. Bila berbentuk y = Au, maka y’ = A (u)’, A bilangan/konstanta.
2. Bila berbentuky =u+v, makay =u +v'.
3. Bila berbentuk y = uv, maka y’ = u'v + uv’
4. Bila berbentuk y = u.v.w, makay '= u.v.w '’ + uw.v’' +v.w.u’
5. Bila berbentuk y = %, maka y’ = %
Contoh soal dan penyelesaiannya :
Tentukan turunan dari fungsi-fungsi berikut ini :
1) Diketahui: y = f(x) = 6x*—3x%- 8
Penyelesaian :
, d d d
f(x) =6&(x4)—3&(x2)—&(8)
= 6(4x*)-3(2x)- 0
=24x> —6x

. o en_ 3 2 >
2) Diketahui : y = f(x) =x _ﬁJM/X —4

X

Penyelesaian :

Diselesaikan dengan aturany =u+v, makay = u' + V'

2
y=fx)=x"——=+Vx" -4
Ux

=x* —2xP +(x* —4)”

:—I = %(x3)+%(2x2/3)+ %(x2 —4)1/2

1
3+ 2y +§(x2 —4)™2 2x

2x

4
+
33 2 -4

=3x’ +
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3) Diketahui : y="f(x)= (x> +3x)(x +4)
Penyelesaian :

Diselesaikan dengan aturan : y = u.v, maka y’ = u'v + uv’
v dy 3 ' 3 '
y —d——(x +3x) (x +4) +(x” +3x)(x + 4)
X

=(3x" +3)(x+4)+(x* +3x)

=4x* +12x* + 6x+12

(x+1)
XZ

4) Diketahui :y =f(x) =

Penyelesaian :

. _uv-vu
V2

Diselesaikan dengan aturan : y =% =Y

_dy _ (x+1) (x*) = (x*) (x +1)

LS (x*)?

O xP=2x(x +1)

4
X

_XP=2xT =2

X4

=X =2x = (x+2)
x* x°

5) Diketahui : y=f(x) = (2x3 —4x + 7)Z

Penyelesaian :
. . d
=f(x)=—(2x> —4x+7
y =f(x) dx( )2

:—1 =2(2x* —ax+7)6x* - 4)

= (Zx3 —4x+ 7X12x2 —8)
=24x> —16x> — 48x> + 32x + 84x> — 56
=24x° —64x> + 84x”> +32x — 56

2x* +3x—4

6) Diketahui: y=
) Diketahui : Y  _oxtt

Penyelesaian :
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r_uv—=vu
VZ

u
Diselesaikan dengan aturan : Y =; =Yy
dy _ (2x2 +3x —4)'(x2 —5X +6) — (x> —5X +6) (2x* +3x — 4)
dx (x2 —5x + 6)Z

_ (4x+3)¢ —5x+6)—(2x—5)(2x +3x—4)
(x2 —5x+ 6)2

_ % —20x +24x+ 3% ~15x-+18) (4x* + 6x* ~8x— 10x’ ~15x+20)
(x2 —5x+ 6)z

:—13x2+32x+38
(x2 —5x-|—6)Z

7) Diketahui : y =f(x)=xe*

penyelesaian :
Diselesaikan dengan aturan : y = u.v, makay’ = u'v + uv’

._d_y_

y = (x) (*) +(e™) (x)
dx

= e +e¥.2x
=e”™(1+2x)

8) Diketahui : V=In3(e(3xz+4>)

Penyelesaian :

1 2 1 2
y =3In2(e(3X +4))( P j(e3X +4X6X)
e

=18x.In’ (e3XZ +4)

9) Diketahui : z=f(x)=sin(e™)
Penyelesaian :

7'= dz_ cos(e™).(e™)
dx

=cos(e™).(e™).5

=5e>cos(e™)
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10) Diketahui : y = sin? (4x? + 3x)3

Penyelesaian :

. d
y = d—y =2sin(4x’ + 3x)*.cos(4x” + 3x)>.3(4x* + 3x)*(8x + 3)
X
= (48x+18)(4x +3x)’sin(4x* + 3x)>.cos(4x* + 3x)’
7.2. Turunan dari Fungsi-fungsi Invers

Jika y = f(x) kontinu dan monoton naik (atau turun) pada interval a < x < b,

maka terdapat suatu fungsi invers x = f1(y) yang kontinu juga.

Berlak d_x_i
erlaku : dy  dy
dx

Contoh soal dan penyelesaiannya :
1) Tentukan turunan fungsi invers dari fungsi : f(x) =y = 2x - 3
Penyelesaian :
Fungsi inversnya fi(y) =12y + 112
Sehingga disapat : dy =2 dan dx _1
dx dy 2
2) Tentukan turunan fungsi invers dari fungsi : y = x3

Penyelesaian :

. dx 1 1
Fungsi inversnya : x = y'/3 dan d_y :ﬁ _ o
dx
_ 1 B y72/3
(3y"") 3

d
Maka didapat : ﬁ =3x’ =0, pada x = 0, pada titikk manay = 0 :

d
d_x pada titik tersebut tidak ada.
y

3) Tentukan turunan fungsi invers dari fungsi : y = x2 +2

Penyelesaian :

Fungsi invers dari fungsi adalah: x2=y-2 —» X=,y—2
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dx 1 _ 1
Maka: —==(y-2)"" =
dy 2 2,\ly—2

Atau dari:y =x?+2

dy dx 1
i —=2X—> —=—di P X =4y -
Didapatkan dx — dy  2x dimana : x 2
d_x_ 1
dy 2,y-2

7.3. Turunan Fungsi Implisit

Untuk menghitung turunan pertama j—i dari fungsi implisit f(x,y) = 0, kita

memandang tiap-tiap suku sebagai suatu fungsi dari x, kemudian menurunkan suku
demi suku. Misalkan untuk fungsi implisit X+ Xy + x*=0

(x*) =2x

(xy) =Xy+xy =y+xy

. du dud d .
Untuk suku y?, misalkan y3= u, maka u =—=—.—y=3y2—y=3y2y
dx dy dx dx

Jadi (y®) =3y?y. Ruas kanan (0) = 0. Maka turunan pertama dari X° +xy+x° =0

adalah 2x + y + xy' + 3y?y’ = 0 atau (x + 3Yy°)y =—2X—Y, berarti : y :((;ix—;yzl))
Contoh soal dan penyelesaiannya :
1) Tentukany’, bila diketahui : X +cosx—e’ +xy’* =0

Penyelesaian :

X +cosx—e’ +xy’ = 0, diturunkan menjadi :

1-sinx-ey +y2+2xyy =0 — (-e¥ + 2xy)y’ = -1 + sin x — y2,

. (1-sin x+y?)
(e’ —2xy)

2) Cari hargay ' bila diketahui : X’y +3y—4=2

Penyelesaian :
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X’y +3y—-4=2
X’y +3y-6=0

diturunkan menjadi :

X’y +2xy+3y =0 . =2xy

\ - y =
y (x* +3)=—-2xy x*+3

3) Tentukan turunan pertama (dy/dx) dari fungsi berikut : 5y + 4x + 10 =0

Penyelesaian :
S5y +4x+10=0
5'+4+0=0
5y'=-4—»v'=d—y-=—i
dx 5

4) Tentukan turunan pertama (dy/dx) dari fungsi berikut ini : y?+x? =52
Penyelesaian :
y>+x2 =5
2y.y' +2x =10

2y y

_—2x_—x

Atau: Y'= dy__-x
dx /25—
5) Tentukan turunan pertama dari fungsi berikut ini : y = sin (x +y)
Penyelesaian :
y=sin(x+Yy) maka : y' =cos (X + y).(x +y)
y'=cos (x +vy).(1+Y)
y' = cos (X +Yy) + cos (X + y)y
y'—cos (X + y)y = cos (x +y)
. dy cos(x+y)
y[l—-cos(x+y)]=cos(x+y) —» VY =&=m
6) Tentukan turunan pertama dari fungsi berikut : y = cos (x + y) + 4x?%y
Penyelesaian :
y = cos (X +Yy) + 4x%

y' =-sin (X + y).(X + y) + 8xy + 4x?y’
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y' = -sin(x + y).(1 +y’) + 8xy + 4x?%y’
y = -sin (x + y) = sin (X + y)y' + 8xy + 4x%y’
[1 + sin (x +Y) —4x2]y’ = -sin(x + y) + 8xy

_d_y_ —sin(x+y)+8xy

Cdx 1+sin(x+y)—4x
7) Tentukan turunan pertama dari fungsi berikut ini : €*" +e* =10
Penyelesaian :
e +e’ =10
eV (x+y) +e7V(x—y) =0
e (1l+y)+e Y (1-y)=0

X+y

e eV (y)+e Y —e*Y(y)=0

[ex+y _ex—y }y‘ — _ex—y _ex—y N y' Y _

8) Diketahui: y=Xx"
Penyelesaian :
y=x"
Ruas kiri dan kanan dikalikan dengan In, maka :

In(y) = In(x*)
In(y) = xInx

1. 1
—y =Inx+—=x
y X

y =(1+ly  atau  y =(1+Inx)x’
9) Diketahui : y=f(x)=x"*
penyelesian :

In(y) = In(x™"")
In(y) =sin xIn(x)

1 . 1.
=y =cosXxInx+=sin x
X
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. 1.
y =(cosxInx +=sinx)y
X

: 1 .
y =(cosxInx + —sinx)x
X

7.4. Rangkuman

Aturan rantai fungsi bersusun merupakan aturan yang digunakan untuk
menyelesaikan turunan fungsi komposisi. Aturan rantai membantu menyelesaikan
turunan fungsi yang terdiri dari komposisi dua buah fungsi atau lebih. Cara

penyelesaiannya dengan memecahkan komposisi fungsi tersebut menjadi beberapa

peubah.

7.5. Latihan

sinx

_ sinx

. sinx
y =x""(cosxInx + —)
X

1. Tentukan turunan untuk fungsi-fungsi berikut ini.

a) y- -1’
2xX+1

b) y—5+2

Tx3+2 2
t2+2
c) s=——=
) 3-t?
2x* —=3x+1)
d) v (X -3x+1)
) y 2x+1
2_2x+5
e) _X —eX+o
2
X“+2x-3
2 6
f)= 2+
w
q) 2=
1-4w?

h) y:XInx
i 9:3r+2
2r+3
. 4
j) Y—ﬁ
K) vo (X=1
) Y x+1
eX
I =In
)y 1+e*
x? -1

m) Yy =arcsin N

n) y=

Yx-2)* Yx-3y’

2. Tentukan turunan dari fungsi berikut :

a) x*+16y* =32

b) ylenX

c) X2y —xy* +x*+y* =0

d) y=sin(x+y)
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sin x

e) y=(Inx)
f) e’ +e* ¥ =15
g) xy+2x-3y=0

3. Cariy' dany”, bila diketahui x> —xy+y? =3
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8.1. Contoh Soal UTS

Kerjakan A untuk digit NIM terakhir Genap dan B untuk digit NIM terakhir Ganjil

1. Selesaikanlah persoalan limit berikut ini :

2

A lim n2+3n-2) " B lim ax? —2x+a) "
" onoe( n® 430+ 2 Toom 4X2 - 2X+ 2

2. Gambarkanlah grafik fungsi persamaan kuadrat berikut :
A. y=x*-2x-8 B. y=-2x2+4x+6

3. Tentukan turunan kedua dari fungsi berikut ini :

A. y=5e"" 4 5x* In(3x2 —8) B. y =sin(x? +3)—2e®® 4+ 4x°

4. Tentukan turunan parsial pertama dari fungsi berikut :

A, z=f(xy)=2x%y° —4e” +3cos(x’y?)

B. z=f(xy)= 7In(2xy2) +2sin(x’y?) +x*y?®
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9.1. Turunan Tingkat Tinggi

Jika y = f(x) mempunyai turunan pada suatu interval, maka turunan tersebut
y’ = f'(x) merupakan suatu fungsi baru pada interval tersebut. Kalau fungsi yang baru
tadi diturunkan, maka turunannya ditulis y” = f " (x), disebut turunan kedua dari
y = f(x) terhadap x. Demikian seterusnya pengertian yang serupa untuk
turunan ketiga y"’ = f'”’(x), turunan keempat, kelima dan seterusnya.

n

Turunan ke-n dari y = f(x) dilambangkan dengan f" (x) atau

n

Cara penulisan (notasi) untuk turunan dari y = f(x) ditunjukkan pada tabel 8.1.

Tabel 8.1. Cara penulisan (notasi) untuk turunan dari fungsi y = f(x)

Turunan Notasi Notasi Notasi Notasi
f Y’ D Leibniz

Pertama f'(x) y' Dyy dy
dx

Kedua f"(x) y” D}y d’y
dx?
Turunan Notasi Notasi Notasi Notasi
f Y’ D Leibniz

Ketiga f(x) y" Dly d’y
dx?

Keempat 4 (x) y® D’y d*y
dx*

Kelima ) (x) y®) DYy d’y
dx’

Keenam ) (x) y(®) DSy d®y
dx®

" ") (n) d
ke-n ) (x) y Dly x:
dx

Contoh-contoh soal :

1) Diketahui : y = f(x) = 4x3 + 2x — 12, tentukanlah turunan ke dua dari fungsi

tersebut.

Penyelesaian :
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y =f(x) = 43 + 2x — 12

e Turunan pertama :
y'=f(x) _dy =12x* +2
dx

e Turunan kedua :

2

o dy
"=f(X)=—==12x"+2
y (x) e

2) Tentukanlah turunan kedua dari fungsi berikut : Y = f(x) =+/5x* +10
Penyelesaian :

y = f(x) = v/5%* + 10 = (5x* + 10)"?

e Turunan Pertama dari fungsi adalah :

ﬂ:%@xz +10) 2 (5x* +10)

dx
10x

2+/5%% +10
5x

V5x2 +10

e Turunan kedua dari fungsi adalah :

- 5x2+10—5x(5xj
dy _ 5x* +10

2
dx (J5x2+1of
2
svsx 110 22X
_ V5x* +10
5x%* +10
_ 5V5x*+10 25x°
- ’ _
5x* +10 ‘J@X2+1OT
5 25x?

) \/SX2 +10 B \/(5)(2 +10)3

3) Jikay = cos 2x, tentukan d’y/dx’ dan dy/dx’ !

Penyelesaian :
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dy _

e Turunan pertama: vl —25sin 2x
d?y
e Turunan kedua : — =-4c0s2x
. diy .
e Turunan ketiga : e = 8sin 2x
X

X
4) Jika y=——, tentukan D?y !
) y 2x +4 <y

5)

6)

9.2.

Penyelesian :

4 —(8x +16)
D.y="7—"""3 dan D2y = —\6X+10)
7T 2x +4y Y= axr1)
d2y
Diketahui : y=In(x’ +2), tentukan o !
Penyelesaian :
2 2 ) \
ﬂ: 21 ¢ +2) dan dZ:(Zx) (x +22) (x2+2)(2x)
dx (x"+2) dx (x"+2)
__x 2(x% +2)— (2x)(2x)
(¢ +2) (x* +2)
=2 +4
X' +4x° +4

Tentukan d?y/dx* dan d®y/dx® dari fungsi : y = f(x) = 3e%sx,

Penyelesaian :
. dy _ COS X H _ H COs X
e Turunan pertama : &—Be (—sin x) =-3sin x.e
d 2y COS X H COS X H
e Turunan kedua 0 =-3cos x.e“”" —3sin x.e“** (-sin x)
X
=—3c0s x.°®* + 3sin? x.e°*

e Turunan ketiga

d3 . . . . .

d—Z = 3sin x.e°®* —3c0s x.°* (—sin x) + 6sin Xcos x.e“** + 3sin? x.e***(-sin x)

X
= 3sin X. +3si . + 6i . —3sin” x.
3sin x.e°®* + 3sin xcos x.e°** + 65sin x cos x.e°** —3sin? x.e°**

Turunan Parsial

Andaikan bahwa f adalah suatu fungsi dua peubah/variabel x dan y. Jika y

ditahan agar konstan, misalnya y= y,, maka f(x,y,) menjadi suatu fungsi peubah x.
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Turunannya di X = X, disebut turunan parsial terhadap x di (Xo,Y0) dan dinyatakan

sebagai fx(Xo,Yo). Jadi,

fX(XO, yo) = A||m0 f(Xo +AX, );0) - f(XO’ yO)
X—> "

Demikian pula, turunan parsial f terhadap y di (xo,Yo) dan dinyatakan sebagai fy(Xo,Yo)
dan dituliskan sebagai

f(Xo’yo +Ay)_ f(XO7yO)
Ay

fy (Xo’ yo) = AI:/r—TJO
Ketimbang menghitung f,(x,,y,) dan f (x,,Y,) secara langsung dari definisi diatas,

secara khas kita mencari f,(x,y)dan f, (X, y) dengan menggunakan aturan baku untuk

turunan; kemudian disubsitusikan x = X, dan y=yo.
Lambang 6 adalah khas dalam matematika dan disebut tanda turunan parsial.

Jika z = f(x,y), digunakan cara penulisan lain :

oz of(x, oz Of(x,
fx(x,v)=—=—( L fxy)=—= )
OX OX oy oy
0z oz
fx(Xoryo):é_ fy(xo'yo):a_
Xlicq o) Yli,v0)

Contoh soal :

1) Carilah f, =(L2)dan f, =(12) jika f,, =x"y+3y’

x,y)
Penyelesian :

Untuk mencari f,(x ) y dianggap sebagai konstanta dan fungsi dideferensialkan
terhadap x didapat,
f.(xy)=2xy+0
Jadi, f.(12)=212=4
Demikian pula, f,(x,y)=x"+9y’

Sehingga f,(1,2)=1? +9.2* =37

2) Jika z=X"sin(xy’), cari 6z/6x dan oz/oy

Penyelesaian :
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% =x* %[sin(xyz)]+ Sin(sz)g(Xz)

= xzcos(xyz)ai (xy?) +sin(xy?).2x
X

= x’cos(xy’).y’ + 2xsin(xy?)
= x’y’cos(xy?) + 2xsin(xy?)
o0z 2 _ny3 2
— = X" cos(xy“).2xy = 2x”y cos(xy*)
oy
3) Tentukan az/ox dan éz/oy darifungsi: z = f(x,y) = 5x*y? + 3xy? —4x> + y
Penyelesaian :
o

=20x3y? +3y? —8x dan
OX

g:10x4y+6xy+1
oy

4) Tentukan 6z/ox dan @z/dy dari fungsi: z=f(x,y)=2e""

Penyelesaian :

G2 _ ggsintm). cos(xy).y dan Q2 _ pgsint) .cos(Xy).x
OX oy
=2ye""0 cos(xy) = 2xe""Y cos(xy)
2
X
5) Tentukan 0z/0x dan 0z/0y darifungsi: Z=f(x,y)= % :/2

Penyelesaian :
0z 2xy dan a2 _ X2 (y® +2) —x%y(3y?)

ox Y 42 oy (v*+2)
XY+ 27 =3xY0)
v +4y’ +4

=2y
Yo +4y° +4

6) Jika diketahui : z = f(x,y) = \/X2 +3xy? +y° , maka tentukan turunan parsial

pertama dari fungsi tersebut.

109



Penyelesaian :

2= X2 +3xy> +y’ = (x2 +3xy’ +y3)l/2
Turunan parsial pertama terhadap x :

oz 1(, 5 3\2 )
g—z(x +3xy° +y ) .(2x+3y )
B (2x + 3y2)
2\/x2 +3xy° +v°
Turunan Parsial pertama terhadap v :

% B %("2 +3xy+y?) " (6xy+3v°)

_ (6xy + 3y2)
2\/x2 +3xy> +vy°

7)  Tentukan turunan parsial pertama dari fungsi berikut : z:In(Sxy2 +2x3y+6)

Penyelesaian :
Turunan parsial pertama terhadap x :
0z 1

— = Sxy? +2x°y + 6
Ox 5xy2+2x3y+6( Y Y )X

5y +6x’y
5xy’ +2x°y +6

Turunan Parsial pertama terhadap vy :
oz _ 1
oy  5xy’ +2x’y+6

(5xy2 +2X°y + 6)y

o loxy +2x°
5xy’ +2x’y +6

X3 X2 X
8) Tentukan turunan parsial pertama dari fungsi berikut ; z = Y™ ™)

Penyelesaian :

82 3 2 \ 7 ,
~ =X VX ”y.(xsy +x2+ xy)X dan _Sy = ex3y”z“y.(x3y +x° + xy)y
X
x3y+x% +xy 2 _ eX3Y+X2 +Xy X3 +X
=e A3Xy+2x+y = .
3 2
= (3x2y +2x + y)ex3y+x2+xy =[x+ x)ex ey
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9.3. Turunan Parsial Tingkat Tinggi
Secara umum, karena turunan parsial suatu fungsi x dan y adalah fungsi lain
dari dua peubah yang sama ini, turunan tersebut dapat diturunkan secara parsial

terhadap x dan y untuk memperoleh empat buah turunan parsial kedua fungsi f :

f _ﬁ(ﬁJ_ﬁ_zf : f_Ofof _Of

Toodax) o ' "ooylay) oy
’ o(aof) of

£, =(f) :i(ﬁ}ﬂ dan f,=(f),=—| —|=
y Y oylox) oyox ox\ 0y ) oOxoy

Soal-soal dan Penyelesaian :
1) Tentukan turunan parsial ke dua dari fungsi berikut ini : z = 2x3y2 + 5xy3 + y?2
oz Oz

dan buktikan bahwa : =
OX0y  OyoOx

Penyelesaian :

Turunan parsial pertama dari fungsi adalah :

0z

—= =6x2y? +5y° dan g=4x3y+15xy2 +2y
OX oy

Turunan parsial kedua dari fungsi adalah :

2

2
E=12Xy2 : a—5:4x3 +30Xy + 2
ox? oy

2 2

0z :2(4x3y+15xy2 +2y) 0z :2(6x2y2 +5y3)
oyox  OX oxoy oy

=12x°y +15y° =12x%y +15y?
0’1 0%z

=12x2y +15y?

Terbukti bahwa : oxdy = oy0x

2) Tentukan keempat turunan parsial kedua dari : f(x,y) =xe’ —sin(x/y) +x’y’

Penyelesaian :

Turunan parsial pertama :
X

1
f(xy)=e —= cos(—J +3x%y*  dan  f,(x,y)=xe’ + LZ cos[iJ +2x%y
V4 y y y
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Turunan parsial kedua :

1
f 6y == sin(ij +6xy°
y y

x> . [(x) 2x X
f,(xy)=xe’+—sin = |-=cos| = |+2x°
y y y y

1
f,(xy)=¢ - 13 sin(ij += cos(iJ +6x°y
y y y y

1
f xy)=e' - 13 sin(ij +— cos(ij +6x%y
y Yy y y

Contoh soal dan penyelesaiannya :
1. Tentukan turunan dari fungsi berikut ini :
a) y =f(x) =x2+3x+5
Y+ AY = (X+ AX)? +3(X + AX) +5 = X + 2XAX + AX® +3X + 3AXx+5
AY = X% + 2XAX + AX® +3X+3AX+5—y
= (2X + 3)AX + AX?

Ay (2x+3)Ax +AX?
AX AX

=2X+ 3+ AX

ﬂ: lim (2x +3+ AX) = 2x+3
dx ax—o0
b) y= f(x)=$ di x = 1 dan x = 3. Tunjukkan bahwa turunan ini tidak ada di
x = 2, dimana fungsi diskontinu.

Penyelesaian :

1
Ay = ———
yrey X+ AX—-2
Av = 1 1 (x=2)-(x+Ax-2) _ — AX
y_x+Ax—2 X—2 (X—=2)(x+Ax—-2) _(x—2)(x+Ax—2)
Ay _ -1
Ax_(x—Z)(x+Ax—2)
dy .. -1 -1
— = lim =
dx a0 (X—2)(X+Ax—2) (x—2)?
-1
Dix=1= ﬂ: -

dx (1-2?7
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. dy -1
Dix=3= = -
XE2E T 3o2)

Dix=2= % tidak ada karena penyebut adalah nol.
X

2. Tentukan turunan pertama dari :

x? +1
a) y=f(x)=
X+ In X

Penyelesaian :

2x(Xx+Inx) —(1+ )1()(x2 +1)

)= (x+In x)?

_ X} +2x%Inx—x* —x-1
x® +2x% Inx+ xIn” x
b) y=f(X)=(3x+2)*
Penyelesaian :
Misalkan 3x + 2 = u —» (3x + 2)* = u*

_dy du

=2 — =4u°3=12(3x+2)°
du dx

Maka: Y

0 y=fg=e""
Penyelesian :

y =etD 2(x-1) = (2x - 2)e*V’

d  y=f(X)=2In(x+v2+x%)
Penyelesaian :

_dy 2

1 %
y_dx_m[l+§(2+x) (2X):|

x+v2+x2 | V24X
_ 2 V2+x° x| __ 2
X+2+x2 | V242 2+ X2

3. Tentukan turunan pertama (dy/dx) dari fungsi berikut :
a) y+x=25
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Penyelesaian :

Cara 1:

Yaitu dengan merubah fungsi implicit menjadi fungsi eksplicit karena soal
diatas, masih sederhana.

y+x=25->y=25-x

y=0-1=-1
Cara 2:
y +x=25->1dy+1dx=0
ﬂ+1:0:>d—y——l
dx dx
Cara 3:
y+x=25 > y+1=0->y =-1
b) y’+x*=5
Penyelesaian :
y2+x2 =5’
2y.y +2x=0
DX _ =X
2y y
. - X
Atau : ¥V = —
25— x?

4. Hitung y’ dany” jika diberikan x3y +xy3 = 2 dan x =1
Penyelesian :
X’y +3x°y +3xy’y +y> =0
X3y +3x%y +3x°y +6xy+3xy’y +6xy(y)’ +3y’y +3y’y =0
Untuk x = 1, diperolehy = 1
Subsitusi ke dalam kedua persamaan memberikany’ = -1 dany” =0
5. Tentukan turunan parsial pertama dari fungsi berikut ini :

a. z=f(x,y) = 4xy3+ sin (x%?)
penyelesaian :

? = 4y* + cos(x’y?).(2xy?) dan % =12xy” +cos(x’y*).(2xy)
X

= 4y’ +2xy’cos(x’y’) = 12xy’ +2x°y.cos(x’y?)
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b. f(x,y) =In(e®)++/4x*> +x’y

Penyelesaian :
ﬁ 1
ox e™

1 B
(2y) + E(4x2 + x3y) A(Sx +3x%y)

2 8x + 3x*
_ 2y 8x+3Xy

2xy

e™  2./ax +x%y

2 2
Buktikan kebenaran bahwa : of _of dari fungsi berikut ini
oyox  Oxoy

a)  flxy) =5 +3e*"
Penyelesaian :
Turunan parsial pertama dari fungsi :

f z 2
o _ 15x%y* +3e*Y (2xy) dan a_ 10X’y + 3" (x?)
OX oy

= 15x%y? +6xye*” =10x%y +3x%"”
Turunan parsial kedua dari fungsi :

of o of 0 5 2 2
= | == 30xy? + 6" +(6x)e (2
ox’ 8x[8x} 6x[ Xy © (6x)e (X)]

=30xy’ +6e"" +12x%""

2
a_i _0) 2[10x3 +(6x)e* + (3x2)exzy(x2)]
oy> oy|oy| oy

—10x% +6xe* Y +3x*e*”
o*f _o|of
oyox Ox| oy

} = % [10x3y + 3x2exzy]

=30x%y +(6x)e*” +3x%e"" (2xy)

=30x%y +6xe*” +6x%y.e"’
2
ot _ Q{ﬂ} _9 [15x2y2 + 6xyexzy]
oxoy oyl ox| oy
= 30x%y + (6x)e*” +6xy.e*” (x?)
=30x%y + 6xe*" +6x°y.e""
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o Of
OX0y  Oyox

Terbukti bahwa : =30x%y + 6xe*” + 6x3y.eXzy

9.4. Rangkuman

Untuk menentukan turunan parsial dapat dilakukan dengan menggunakan
metode sederhana, yaitu misalkan z = F(x,y) maka untuk menentukan % berarti
menurunkan variabel x dan variabel y dianggap konstan dan selanjutnya y diturunkan.

Demikian juga untuk menentukan % berarti menurunkan variabel y dan variabel x
dianggap konstan, selanjutnya diturunkan.
9.5. Latihan

1. Tentukan turunan parsial pertama fungsi yang diberikan terhadap tiap

peubah/variabel bebasnya.

a) fx,y)=(2x-y)* d) f(x,y)=tan(4x-7y)

b) f(x,y) =e"sinx e) f(r,0)=3r°cos26

) gxy)=e" f) fxy)=2x"y’-x’y’
of o

2. Periksa kebenaran bahwa :

oyox  Oxdy
a) f(x,y)=tan"'xy

b) f (x,y)=3e"cosy

3. Tentukan turunan dari fungsi-fungsi berikut ini :

x ) d?y 1
= =..2 = —— Hitung y"
) v-[5) = D Y=g ey

: 1
X+Xy+y=2=y =...7 f(x)=—— hitung f®
b) X+Xy+y y e) f(x) 310 g

_ Ly ) _u-t u =+/x. Hitun ay
) y=1s Hitung y f)y y L : g i
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Turunan fungsi banyak sekali digunakan dalam bidang ekonomi untuk
menghitung keuntungan marginal, biaya total (fotal cost) atau total penerimaan (fotal/
revenue), juga dalam bidang biologi untuk menghitung laju pertumbuhan organisme,
dalam bidang fisika untuk menghitung kepadatan kawat, dalam bidang kimia untuk
menghitung laju pemisahan, dan banyak bidang lainnya. Diantaranya akan dibahas
pada bagian ini.

10.1. Garis Singgung dan Normal

Jika fungsi f(x) mempunyai turunan terbatas f'(xo) di x = Xo, kurva y = f(x)
mempunyai garis singgung di Po(Xo , Yo) Yang tangen (koefisien) arahnya adalah

M =1aN 0 = F'(Xo)  cooreeriiier e (10.1)
Jika m = 0, maka kurva tersebut mempunyai garis singgung horisontal (sejajar sumbu
X) dengan persamaan y = Y, di Po, seperti di A, C dan E pada gambar 10.1.
Garis singgung tersebut mempunyai persamaan :

Y = Yo = M(X = X0)  terrrrrrerrmrnnnnsserrrsnnnnsssssssessnseeennns (10.2)

Gambar 10.1. garis singgung dan garis normal

Jika f(x) kontinu pada x = X, tetapi lim f (x) = oo, kurva mempunyai garis singgung

vertikal (sejajar sumbu y) dengan persamaan X = Xo, seperti di B dan D pada gambar
9.1. Garis normal suatu kurva pada salah satu titiknya adalah garis yang lewat titik
tersebut dan tegak lurus garis singgung di titik tersebut. Persamaan garis normal di
(Xo, Yo) adalah:

1
— Yo === (X =X0) e 10.3
y yO m( 0) ( )
Bila: - garis singgung // sumbu y, maka garis normal // sumbu x

- garis singgung // sumbu X, maka garis normal // sumbu y.
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Contoh soal dan penyelesaian :
1) Tentukan persamaan garis singgung dan garis normal pada y = x> — 2x? + 4 pada
titik (2, 4).
Penyelesaian :
f'(x)=y'=3x2-4x danf’'(2) =4
Jadi garis singgung: y—-4=4(x-2) atau y=4x-4

_ (x-2)

2 atau 4y =x + 14

Garis normal :y—4

2) Cari persamaan garis singgung dan normal pada x2 + 3Xy + y2 =5 pada titik(1,1).

Penyelesaian :
dy _ 2X+ 3y
dx  3x+2y

Tangen arah (koefisien) garis singgung pada titik (1, 1) adalah m = -1
Persamaan garis singgung adalah : y—-1=-1(x—-1)ataux +y =2
Persamaan garis normal adalah : y-1=1(x—-1)ataux—-y =0
3) Tentukan persamaan garis singgung di titik (2, 4) pada kurvay = 4x2 + x .

Penyelesaian :

y=4?+x = y=8x+1

y(2)=8(2)+1=17

Maka persamaan garis singgung di titik (2, 4) adalah :

y-4=18 (x - 2)

y—4=18x-36

y = 18x - 32

10.2. Nilai Maksimum dan Minimum
Fungsi naik dan turun

Suatu fungsi f(x) dikatakan naik di x = Xo, jika untuk h positif dan cukup kecil,
f(xo —h)<f(xo) < f(Xo + h). Suatu fungsi f(x) dikatakan turun di x = Xo, jika untuk h
positip dan cukup kecil, f(xo — h) > f(x0)>f(Xo + h).
Jika f'(x,) >0, maka f(x) adalah fungsi naik di x = xo; jika f'(x,) <0, maka f(x)

adalah fungsi turun di X = Xo.
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Pengujian turunan pertama
1. Tentukan f (x,) =0 untuk mendapatkan harga kritis
2. Gambar harga kritis pada garis bilangan, dengan demikian terbentuk sejumlah
selang.
3. Tentukan tanda f (X,) pada tiap selang.
4. Misalkan x bertambah setelah tiap harga kritis x = xo, maka f(x) mempunyai harga
maksimum (=f(x0)) jika f'(x) berubah dari + ke -,
f(x) mempunyai harga minimum (=f(xo0)) jika f'(x) berubah dari — ke +
f(x) tidak mempunyai harga maksimum ataupun minimum di x = xo jika f(x)
tidak mengalami perubahan tanda.
Arah belokan (direction of bending)

Suatu busur kurva y = f(x) disebut cekung ke atas, jika disetiap titiknya busur terletak

diatas tangen titik tersebut.

Pengujian kedua untuk Maksima dan minima. Pengujian turunan kedua
1. Tentukan f' (x) = 0 untuk mendapatkan harga-harga kritis
2. Untuk harga kritis x = xo :

e f(x) mempunyai harga maksimum (= f(xo0)), jika f"(x) < 0

e f(x) mempunyai harga minimum (=f(x0)), jika f""(x) > 0,

e Pengujian gagal jika f ” (xo0) = 0 atau menjadi tak terhingga.

Dalam keadaan terakhir, metode turunan pertama harus digunakan.

Contoh soal dan penyelesaiannya :
1) Diketahui y= ;x3 +;X2 -6x+8.
Tentukan :
a) titik-titik kritis
b) interval dimana y naik dan turun

¢) nilai-nilai maksimum dan minimum dari y
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Penyelesaian :

a) Yy =x>4+x-6=XX+3)(x-2)

Y

Untuk y' = 0 memberikan x = -3 dan x = 2

Titik-titik ekstrim adalah p= (— 3,4?3j dan Q= (2, ;j

b) Jika y' positif, maka y naik; jika y' negatif, maka y turun
Untuk x <-3 maka y' = (-)(-) = +, berarti fungsi naik
Untuk -3< x <2 maka y' = (+)(-) = -, berarti fungsi turun

Untuk x > 2 maka y' = (+)(+) = +, berarti fungsi naik
c) Dari uraian pada b langsung dapat ditarik kesimpulan bahwa P titik
maksimum dan Q titik minimum.
2) Diberikan fungsi : f(x) = (x — 2)%, tentukan interval-interval dimana f(x) naik atau
turun.
Penyelesaian :
Syarat titik ekstrim :
f(x)=4(x-2)°
f)=0 - 4(x-2’°=0
X=2
Titik ekstrim:
fx)=2-2*=0 = (2,0)
Menyelidiki naik turunya fungsi dengan interval :

Untuk x < 2 = f '(x) < 0 (negatif), berarti fungsi turun
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3)

4)

Untuk x > 2 = f '(x) > 0 (positif), berarti fungsi naik

X<2 2 X>2

Tentukan koordinat titik ekstrim dan harga ekstrim dari y = x2—2x + 4
Penyelesaian :
Syarat titik ekstrim :

y=0= 2x-2=0

x=1

y=1-2(1)+4=3
Maka koordinat titik ekstrim adalah (1, 3)
Dengan uji turunan kedua :

y=2->y>0
Pada titik (1, 3) nilai dari fungsi bernilai minimum
Jumlah dua buah bilangan sama dengan 150. Jika hasil kali sebuah bilangan
dengan kuadrat bilangan yang lain mencapai nilai maksimum, tentukan nilai
kedua bilangan t serta nilai maksimum tersebut.
Penyelesaian :
Misalkan kedua bilangan tersebut adalah x dan y, sehingga didapatkan
hubungan:
XxX+y=150 —» y=150-x
Misalkan hasil sebuah bilangan dengan kuadrat bilangan yang lain dinyatakan
dengan Z, maka Z sebagai fungsi x adalah :
Z(x) = yx?
Z(x) = (150 — x)x?
Z(x) = 150x%> — x> - untuk 0 < x < 150
Fungsi : Z(x) = 150x2 — x3 akan dimaksimumkan dengan menggunakan analisis
turunan.
Analisa dengan turunan pertama dan kedua dari Z(x) terhadap x adalah :

Z (x) = az _ 300x —3x*> dan
dx

123



2

dz
7"(x)=—=300-6x
) dx’

o _
dx

« Syarat titik ekstrim — Z(x)= 0

300x - 3x> =10
3x(100-x)=0 — x=0ataux =100
» Dengan uji turunan kedua :
x=0 —» Z"(x)=300-6(0)=300, Z"(x)>0
maka pada x = 0 terjadi nilai balik minimum
x = 100 —» Z"(x) =300-6(100) =-300, Z"(x)<0
pada x = 100, terjadi nilai balik maksimum

Sehingga yang memenuhi adalah x = 100 dan y = 150 -100 = 50

10.3. Dalam Bidang Ekonomi : Biaya Marginal, Keuntungan/kerugian dan
Pulang Pokok
Aplikasi turunan pada bidang ekonomi dapat disebutkan diantaranya untuk
memperhitungkan biaya marginal, keuntungan/kerugian dan pulang pokok.
Misalkan C(x) adalah biaya total yang dikeluarkan seseorang/sebuah perusahaan
untuk menghasilkan x satuan barang tertentu. Fungsi C disebut sebagai fungsi biaya.
Laju perubahan sesaat biaya terhadap banyaknya barang yang dihasilkan disebut
sebagai Biaya Marginal.
Biaya marginal :

; AC _ dC
AE(IE:O Ax  dx

Misalkan sebuah perusahaan Es krim memperkirakan biaya memproduksi x es krim

(dalam rupiah) adalah : C(x) = 25.000 + 10x + 0,02x%, maka biaya marginalnya

adalah: 3—C =C'(x) =10+ 0,04x , maka biaya marginalnya untuk tingkat produksi 1000
X

buah es krim adalah : C (1000) =10 + 0,04(1000) = Rp 50,—/buah

Penerimaan dan biaya merupakan variabel-variabel penting dalam mengetahui

kondisi bisnis suatu perusahaan. Perusahaan mendapat keuntungan atau mengalami
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kerugian dapat dianalisis dengan mengetahui penerimaan total (R) yang diperoleh dan
biaya total (C) yg dikeluarkan.

Keuntungan (profit positif, ©>0), didapat bila R > C, kurva R terletak diatas kurva C).
Kerugian (profit negatif, = < 0), apabila R < C, kurva R terletak dibawah kurva C).
Pulang Pokok (break-even) merupakan suatu konsep yang digunakan untuk
menganalisis jumlah minimum produk yang harus dihasilkan atau terjual agar
perusahaan tidak mengalami kerugian. Keadaan Pulang Pokok (Profit nol, = = 0),
terjadi apabila R = C dimana perusahaan tidak memperoleh keuntungan tetapi tidak
juga mengalami kerugian, secara grafik ditunjukkan oleh perpotongan antara kurva
R dan kurva C.

C,R
A Q = jumlah produk
R=r(Q) R = penerimaan Total
n>0 .
C = Biaya Total
C=c(Q) ,
T = profit total ( = R-C)
777777777777 ' TPP (n=0) TPP = Ttk Pulang Pokok
% (break even point)
i Q* = posisi tingkat produksi
n<0 pulang pokok.
| >
0 Q* Q

Gambar 10.2. Kurva R, C, Q

Contoh-contoh soal dan penyelesaiannya :

1) Biaya total produksi sejumlah x komputer setiap hari adalah : (%Xz +35x +25)

rupiah dan harga jual setiap komputer (50—%x) rupiah. Agar diperoleh

keuntungan optimal, berapa yang harus diproduksi komputer setiap harinya.
Penyelesaian :
Biaya produksi = (‘llx2 +35x +25)
. . 1 1,
Hasil penjualan = x(50—§x):50x—§x
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Maka keuntungan : f(x) = (hasil penjualan) — (biaya produksi)
f(x) = (%x2 +35x +25) - (50x —%xz)

:§x2—15x+25
4

. 6
F(x)=—x —15
() 2%

f'(x):0:>gx—15:0

Ex:15 —>x=10
4

2) Penerimaan total yg diperoleh sebuah perusahaan ditunjukkan oleh persamaan :
R =-0,10 Q2 + 20 Q, sedangkan biaya total yang dikeluarkan :
C=0,25Q>-3Q%*+ 7 Q + 20. Hitunglah profit perusahaan ini jika dihasilkan

dan terjual barang sebanyak 10 dan 20 unit.
Penyelesaian :
n =R-C=-0,10Q2+20Q-0,25Q*+3Q*-7Q-20
n=-025Q>+290Q%?+13Q-20
Q=10 3 = =-0,25(10)> + 2,90(10)> + 13 (10) -20
=-250 + 290 + 130 — 20 = 150 (keuntungan)

20 3 n =-0,25(20)3 + 2,90 (20)? + 13(20) — 20

=-2000 + 1160 + 260 — 20 = - 600 (kerugian)

Q

10.4. Kecepatan dan Percepatan

Gerak suatu partikel P sepanjang suatu garis lurus secara lengkap dinyatakan
oleh persamaan s = f(t), t > 0 waktu, dan s jarak P dari suatu titik tetap yang tertentu
0 pada lintasannya.

Kecepatan (velocity) dari P pada waktu t adalah v = gs

dt
Jika v > 0, P bergerak searah dengan naiknnya s.
v < 0, P bergerak searah dengan turunnya s.

v = 0, P dalam keadaan berhenti/diam.
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dv_ds
dt dt?
Jika a > 0, v naik/bertambah; jika a < 0, v turun/berkurang.

Percepatan (accelaration) dari P pada waktu t adalah a=

Kelajuan (speed) bertambah bila v dan a bertanda sama

Kelajuan berkurang bila v dan a berlainan tanda.

Contoh soal dan penyelesaiannya :

1) Sebuah benda bergerak sepanjang garis koordinat sehingga posisi s-nya
memenuhi, s = 2t2 — 12t + 8, dengan s diukur dalam sentimeter dan t dalam
detik. Tentukan kecepatan benda bilamanat =1 dant = 6.

a) Kapan kecepatannya 0 ?
b) Kapan ia positif ?
Penyelesaian :

Jika digunakan lambang v(t) untuk kecepatan pada saat t, maka :
ds
t)=—=4t-12
v(t) e

Jadi  v(1)=4(1)-12=-8 cm/detik
v(6) =4(6) -12 =12 cm/detik
a) Kecepatan 0 bilamana 4t — 12 = 0, yaitu pada saat :
4=12 - t=3
b) Kecepatan positif bilamana t > 3.

Hal ini dapat diperlihatkan secara skema pada gambar dibawah ini.

t=6, s=8,v=-12

t=3 { : . }
s=-10
-0 M :-
t=1,s=-2,v=-8 t=0,s=8,v=-12
I I I I I »
-10 -5 0 5 10 S

2) Sebuah partikel bergerak sepanjang garis lurus dengan ketentuan s=t°-6t*+9t
Satuannya meter dan detik.
Tempatkan partikel relatif terhadap titik awal 0 (ketika t = 0).
Tentukan arah dan kecepatan serta tentukan apakah kelajuan bertambah atau
berkurang ketika :

127



(@) t=1/2 (c)t=5/2
(b) t=3/2 (dt=4
Penyelesaian :

d
(a) Kecepatan pada saat t adalah : v(t)= d—i =3t° —12t+9

Pada waktu t = 1~ det :

vi2)=3(1f —12(2)+9 =2 m/det

2 4

25
s(h)= (3] -6(f +9()="F m
Maka pada waktu t = 2 det, partikel berada pada 25/8 m di kanan 0 bergerak

ke kanan dengan kecepatan v = 15/4 m/det, berkurang
(b) Pada t = 3/2 det : v(2)=3(2) —12(3)+9=-2 m/det dan

27
s() =) -6(f +9)=7 m

Maka pada waktu t = 3/2 det, partikel berada pada 27/8 m di kanan 0 bergerak

ke kiri dengan v = -9/4 m/det, bertambah.

(c) Padat = 5/2 det: v(3)=3(2F -12(2)+9=-2 m/det dan

s(5)= (2 ~6(z} +9(3)== m
Maka pada waktu t = 5/2 det, partikel berada pada 5/ 8m di kanan 0 bergerak
ke kiri dengan v = -9/4 m/det, berkurang.
(d) Padat=4det: v(4)=3(4)-12(4)+9=9 m/det
s(4)=(4) -6(4Y +9(4)=4 m
Maka pada waktu t = 4 det, partikel berada pada 4 m di kanan 0 bergerak ke
kanan dengan v = 9 m/det, bertambah.
3) Jumlah dari 2 bilangan positif = 20. tentukan bilangan-bilangan tersebut apabila :
a) perkaliannya maksimum
b) jumlah kuadratnya minimum
c) perkalian dari kuadrat bilangan pertama dan pangkat tiga bilangan yang
kedua adalah maksimum.

Penyelesaian :
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a) 10, 10 b) 10, 10 c) 8, 12

10.5. Rangkuman

Konsep turunan dapat digunakan dalam menentukan nilai ekstrim, nilai
maksimum/minimum dari suatu fungsi, menentukan percepatan dan kecepatan, serta
dalam Bidang Ekonomi untuk menentukan Biaya Marginal, Keuntungan/kerugian dan

Pulang Pokok.

10.6. Latihan

1) Cari persamaan garis vertikal yang memotong kurva y=x’+2x*-4x+5 dan
3y=2x>+9x*-3x-3 pada titik-titik dimana garis singgung pada masing-masing
kurva adalah sejajar.

2) Carilah koordinat titik ekstrim dan harga ekstrim dari y = x2 — 2x +4

3) Kotak persegi panjang dibuat dari selembar papan, panjang 24 inci dan lebar 9
inci, dengan memotong bujur sangkar identik pada keempat pojok dan melipat ke
atas sisi-sisinya, seperti gambar. Cari ukuran kotak yang volumenya maksimum.

Berapa volume tersebut ?

4) Sebuah benda bergerak sepanjang garis horisontal menurut rumus
s = f(t) = t3 -9t2 + 24t. Tentukan :
(a) Bila s bertambah dan bila berkurang ?
(b) Bila v bertambah dan bila berkurang ?
(c) Bila kecepatan benda bertambah dan bila berkurang ?

(d) Carilah jarak total yang dilalui dalam gerakan 5 detik pertama.
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5)

Sebuah batu, yang dilemparkan vertikal ke atas dengan kecepatan awal 34,3

m/det bergerak menurut rumus s = 34,3t — 4,9t? di mana s adalah jarak dari titik
awal.

Hitunglah:
(a) Kecepatan dan percepatan jikat = 3 dan jikat =4
(b) Ketinggian maksimum yang dicapai

(c) Bilamana ketinggiannya 29,4 m?
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mengaplikasikan rumus-rumus
dasar integral

Sub Pokok
Bahasan

. | 11.1. Pengertian integral

11.2. Rumus-rumus Dasar Integral
dasar

11.3. Integral Fungsi Aljabar

11.4. Integral Fungsi Eksponensial
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Integral merupakan invers dari diferensial (turunan), oleh karena itu sebagai
materi prasyarat dalam membahas integral adalah materi turunan yang sudah dibahas
pada bab sebelumnya. Pemahaman tentang konsep turunan dapat digunakan untuk

memahami konsep integral.

11.1. Pengertian Integral
Integral tak tentu (Indefinite Integral) merupakan sebuah bentuk operasi

pengintegralan pada suatu fungsi yang menghasilkan suatu fungsi baru.
Fungsi ini belum mempunyai nilai pasti sampai cara pengintegralan yang
menghasilkan fungsi tidak tentu ini disebut sebagai integral tak tentu.
Misalkan dalam menentukan turunan dari fungsi-fungsi berikut :

o fi(x) =5x3+5

o f(X)=5x3+7

o f3(x)=5x3 -2
Fungsi-fungsi tersebut memiliki bentuk umum f(x) = 5x3 + ¢, dengan ¢ suatu
konstanta. Setiap fungsi tersebut memiliki turunan f'(x) = 15x2.
Jadi, turunan fungsi f(x) = 5x3+ c adalah f'(x) = 15x2.
Kebalikannya, bagaimana jika menentukan fungsi f(x) dari f'(x) yang diketahui ?
Menentukan fungsi f(x) dari f'(x), berarti menentukan antiturunan dari f'(x). Sehingga,
integral merupakan anti turunan (anti diferensial) atau operasi invers terhadap
diferensial.

Pengintegralan fungsi f(x) terhadap x dinotasikan sebagai berikut :

j f(x)dx = F(X) + ¢

Dimana :

[ = notasi integral (yang diperkenalkan oleh Leibniz, seorang matematikawan

Jerman)
f(x) = fungsi integral
F(x) = fungsi integral umum yang bersifat F(x) = f'(x)
¢ = konstanta pengintegralan
Jika F(x) adalah sebuah fungsi yang turunannya F'(x) = f(x) pada interval

tertentu dari sumbu-x, maka F(x) disebut anti-turunan atau integral tak tentu dari f(x)
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yang diberikan oleh : F(x) + ¢ , dengan c sebarang konstanta, disebut Konstanta

Integrasi.

11.2. Rumus-rumus Dasar Integral

Karena anti-diferensiasi adalah operasi invers dari diferensiasi, maka rumus-
rumus anti-diferensiasi dapat diperoleh dari rumus-rumus diferensiasi.
Rumus-rumus dasar untuk integrasi dapat dibuktikan dari rumus diferensiasi
bersangkutan.
Berikut merupakan rumus dasar yang dapat digunakan dalam menyelesaikan

persoalan integrasi, dimana c adalah konstatnta integrasi.

11.2.1. Integral Fungsi Aljabar

1) ..k dx=kx+c - k= konstanta

m+1

2) [um du=2

+c,m=-1
m+1

3) :(u+v) dx:ju dx+.[vdx

4) 'audx=ajudx

5) .d—uzln uj+c
Ju

Contoh soal dan penyelesainnya :

dx
_ _cfdx Y ey
1. [5dx =5[dx =5x+C 6 jx nx|+C
6
2. jxsdx=X—+C 7.j dXZ:EInH—X+C
6 1-x 2 |1-x
(x-3)dx 1 dx _ -2
3- Im—zln(xz—6x+5)+c 8- J.:{/?_J.X dX
4, f%=JX2dX=X—_1+C=—1+C _XP g
XZ _1 X 1/3
N T A dx  rd(x+4)
5. [Vadz=[2Pda={ s o =11,
_3m ¢ =Inlx+4[+C
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10. I(l—x)&dx = J‘(xl/2 —x*?)dx

1

-

12.

13.

14.

15.

j(3s+

= le/zdx - Ix3/2dx

2
N

2
3 5

J- dx :1_.' 2dx
VA +9 27 J(2x)? + 3

:%In(2x+\/4x2 +9)+C

4)*ds = j(9s2 +24s +16)ds

1 1
=9 =s® [+24]| =< |+165+C
3 2

=35> +12s’ +16s +C

x> +5x° —
I—d —j(x+5 4x?)dx
X
1 4x7*
= =X +5x— 2 t¢
2 _
N VL
2 X
2 1
I xdx__ de —In‘x2—1‘+C
-1 2 -1 2

= —In‘xz —1‘+InC =InC ‘xz —1\
2

=InC ‘xz —4

I(x3 +2)%.3x%dx

Misal

kan : (x> +2)=u= du=3x%dx

I(xa +2)*.3x%dx = J.uzdu = §u3 +C

=§(x3 +2) +C
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16 _[ dx
"Ix?+6x+8

_Iu+3f—1

1, |(x+3)-1
n———+c

2 |[(x+3)+1

X+2

X+4

=—In +C

2
17. jx—”d _ j(uijdx

=x+mh+ﬂ+c

18. j X’ dx=1j(x3+2)*1’43x2dx
3

Ve +2

1
=-u’du=
3

140, c
= g(x3 +2)¥ +C

19. j(zx2 —5x +3)dx =?

=2J'x2dx—5_[xdx+3.[dx

:§—57X2+3X+C
ZO.J. X+2 _ I2X+4
NN
:J- 2xdx J-
N \/x +9

=Vx*+9 +2n(x ++/x>+9)+C



d
21. szis

Misalkan : u=2x—-3 = du = 2 dx

Sehingga : .[fo:;:% %=%In|u|+c
=1In|2x—3|+C
2

| dx  1d(2x+3)

Atau : =
2x—3 2J 2x-3

= l|n|2x -3+cC
2

11.2.2. Integral Fungsi Eksponensial

u

a
n a

1) J-a“du=I +ca>0,a=1

2) Ie“du:e“ +c

Contoh soal dan penyelesaiannya :

X 5X —X _ —X(_ — _aX
L[5 dx=2c+C 4, je dx = je (—dx) = —e ™ +C
e’ *dx dx
X A X _ X _ | oUx| _ 22~
2. jaedx—I(ae) dx 5. I VR Ie ( ij
_ (ae) C- a*e* _ et
In(ae) l1+Ina
1 2e*dx e*dx
. | e¥dx ==|e*(3dx =2
BJ 3-[ (30%) J.ex+1 J.ex+1
3x
:e3 +C =2 In(ex+l)+C
7. J.azxdx:%J.azx(de)
2X
:l(a J+C
2l Ina
8. J'(ex+1)3exdx= ?

Misalkan : u = €* +1 = du = e*dx
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(eX +1)4

4
Sehingga : [(e* +1)°e*dx = [uldu="+C= C
gag _[( +1)°e*dx ju u 4+ 2 +
X 4
atau : [ +1e"dx=[(e* +1)°d(e" +1) :%

11.2.3. Integral Fungsi Trigonometri

1) [sinudu=—cos u+c
2) [cos udu=sinu+c
3) [tanudu=|secu+c
4) J'cotudu:ln Isin u/+c

5) J'sec u du=In [sec u+tan u+c

Contoh soal dan penyelesaiannya :

1 1 1
1. Isin—xdx=zjsin—x .—dx
2 2 2
:—2coslx+c
2

2. J.sinzx cosx dx = Isinzx.(cosx dx)

= Isinzx d(sinx)

. 3
sin°x
=" 4C

3. _[tanxdx:j sinx dx:—jM

COsS X COS X

=—In|cos x|+ C =In[sec x|+ C

7. Jx cot x*dx ?

6) Icsc udu=1In |csc u—cot u/+c
7) [sec’udu=tanu+c

8) _[csczu du=-cot u+c

9) [secutanudu=secu+c

10) Icsc utan u du=—csc u+c

4, I cos3xdx = %Icos(3x) 3xdx

= %sin(Bx)+C

1
5. jtan 2xdx:—J.tan2x .2dx
2

:In|sec 2x|+C

6. IBcos (4x) dx=3&sin(4x))+c

= gsin(4x) +C

misalkan :u=x>—du=2xdx — xdx =1/2du

jx cot x’dx :Ilcotu du:lln|sin u+C :lln‘sinx2‘+c
2 2 2

8. j sin°x cos xdx

Misalkan : u = sin x = du = cos x dx
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9.

Sehingga :

6
Isin5x cos xdx = jusdu _U
6

Isinj;dx = stin& dv/x

=—Cc0S+VX +C

+C=

sin®x

+C

Persamaan-persamaan dibawah ini diperlukan untuk menyelesaikan integral-integral

Trigonometri :

1.
2.
3.

sin2x + cos?x = 1
1 + tan?x = sec?x

1 + cot?x = cscx

sin?x = %(1—cos 2x)

Cos’X = %(1+ cos 2x)

a b

= = =2R
sin A sinB sinC

tan x +tan y

tg (x+y)=
l-tanx tany

11. sin 2x = 2 sin X cos X
12. a2=b2+ c2-2 bc cos a

13. 2sinxcosy = cos (X -y)—cos (X +Y)

14. 2sinxsiny = cos (x —y) —cos (X + V)

15. 2 cos X cos y = €os (X —y) + cos (X + Y)

16. sin (X + y) = sin X COS Yy — COS X Sin y

17. cos (X +y) = COS X COS y — Sin X siny

sinx+siny=25in(

A7)

sinx—siny=2cos(

'Jo
)

[ x=
10. cos x - cosy—-Zsm( 2y) m( zyj

11.2.4. Integral Fungsi Invers Trigonometri

1)j\/7

2)

u
f =—arc tan—+c¢
a® +u? a

=arc Sln—+C
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——arc SEC +C

) [

4) I du__ 1 ua .
u’-a*> 2a |u+a
5)_[ du _i|na+u+C
a’-u® 2a |a-u

du
6 —=In(u+ u2+a2)+c
) [ e

:In(u+\/u2—a2 )+c

du
N
8) JVaZ —uzdu:%u\/az—u2 +%a2 arc sine+C
a

9) j\/u2+a2du:%u\/u2+az+%a2 In (U+vu®+a’)+c
10) I\/uz —azdu:%u\/u2 —a’ —%az In ‘u+\/u2 —a2‘+c

Contoh soal dan penyelesaiannya :

dx X
1. =arc sin—+C
‘[\/Zl—x2 2

2. I dxzzlarc tan> +C
9+x" 3 3

1 4x
=—arc sin—+C

x _1
> I\/25—16x2 _4'[\/52—(4x)2 4

dx 1 2dx 1 2x
I 5 =—|—5 S ==rctan—+C
4x°+9 27 (2x)+3° 6 3

11.3. Rangkuman

Integral adalah bentuk operasi matematika yang menjadi invers (kebalikan)

dari sebuah operasi turunan dan limit dari suatu fungsi. Integral sebagai invers atau

kebalikan dari turunan yang disebut sebagai Integral Tak Tentu. Integral sebagai limit

dari jumlah atau suatu luas daerah tertentu yang disebut Integral Tentu.
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11.4. Latihan

Selesaikanlah soal-soal berikut ini :

1. J'(Zx3 —4x? +5x + 4)dx 15. Isin 2xdx
Z.I \/Q_E)HL dx 16. I6e3xdx
2 Jx
2X
3. [ % 17, [
(x=2) e +1
4, .[1/1— y*yidy 18. J.cos%x dx
5. I 32xdx2 19. I tan? x dx
X% +
6. I(4—x2)2x2dx 20. Ia4xdx
7. Ix cot x2dx 21. fe"dx
8. Isec3x tan 3x dx 22. Ixzexsdx
9. j(sin X +C0osx) dx 23. szsec2x3dx
X 2 (2x+3)
10.I e’ —— | dx 24. Ie dx
X
11. I12Xd)§ 25. Isin xcos? x dx
+X
12. [(e" +1)%edx 26. [ (2x = 3)dx
x? +6X+13
) x2dx
12. |sin®x cosx dx 27.
f 15
2
13. Itan5 X sec? x dx 28. f%dx
(X +2)
14. I “5);+2dx 29. Ix cos(x? +1)dx
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12.1. Integral Parsial (Bagian)

Suatu bentuk integral yang sering timbul, adalah suatu integral yang
integrannya merupakan hasil ganda dari suatu fungsi x, dengan differensial dari fungsi
X yang lain.

Andaikan U dan V fungsi dari x, maka dicari hasil dari bentuk :

ju.dv

Dalam hitung differensial telah diketahui, bahwa :
d(UV)=UdV+Vdu
atau Uudv=d(U.V)-Vvdu

maka : IU dvV=UV - I Vdu itegral dengan bentuk ini disebut integral parsial.

Contoh soal dan penyelesaiannya :
1. Tentukan : Ix3exzdx

Penyelesaian :
Misalkan : U = x> - dU = 2x dx

2 2
dan - dV = e xdx —>V=%eX

2 1 2 2
Maka : jxseX dx = ExzeX —J‘xex dx

_1 2%

1 .2
xe* —=e* +C
2 2

2. Hitung : | X sin x dx

Penyelesaian :
Misalkan: U=Xx—>dx =du

dV=sinxdx—>v=Isinxdx = - COS X

Maka :

jx sinx dx = —x cosx—j(—cosx)dx
=—XCOoSX+sSinx+C

Atau : jx sin X dx=jx d[cos x]dx
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3. Hitung : Ix In x dx

Penyelesaian :
Misal : U=Inx — dU = 1/xdx

X2

dan dV=xdx—>V:?
1 1 1

X Inx dx = [Inxd(=x*)==x%Inx— | =x%d(In x

| [inxdCx*) =2 [5xd(nx)

:lx2 Inx—jlledx
2 2 X

:lx2 Inx—lj'xdx
2 2

=1x2 In x—lx2 +C
2 4

4. Selesaikan : jezx sin x dx

Penyelesaian :
Bentuk integral di atas ini dapat diselesaikan dengan menggunakan dua cara,

a) Bila misalkan: U; = e — dU; = 2> dx
dVi =sinxdx — Vi=-cosX

Maka :

Iezx sin X dx =—e?* cos x + Zj.e2X cos xdx

Kemudian misalkan lagi : U, = e*
dV =cosxdx — Vz=sinx

Iezx sin X dx =—e* cosx + 2% sin x —4.fe2X sin x dx
Suku ketiga dari bagian kanan, maka terdapat :

5je2X sin x dx =e*(2sin x — cos x)
Jadi : _fezx sin X dx =%e2x(25in X —COSX)+C

b) Bila dimisalkan : Uj = sin x — dU = cos x dx
dVi = e dx -  V=1aeX

Maka :
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Iezx sin x dx:%e2X sin x—%fezx cos x dx

Kemudian misalkan: U, =cosx — dU = - sin x dx
dvV = e dx — V = 14 eX

sehingga :

jezx sin x dx=%e2X sin x—%fe2X cosx—%fjle2X sin xdx

Suku ketiga dari bagian kanan, maka terdapat :
5 2X i _ 2x ; _
Aj'e sin x dx_%e (Zsmx cosx)

Jadi : jezx sin X dx = —e?*(2sin x —cos x)+ C

12.2. Integral Tertentu

Jika fungsi f(x) terdefenisi pada interval tertutup [a, b], maka integral tertentu

b b n

dari f(x) dari a ke b dinyatakan oleh jf(x) dx, diberikan oleh If(x) dx = lim > f(x)Ax
" . A;jx—0 =)

jika limitnya ada.
b

Jika notasi untuk integral tertentu jf(x) dx, maka f(x) disebut integran a disebut

batas bawah dan b disebut batas atas.
Jika fungsi f(x) kontinu pada interval tutup [a,b], maka f(x) dapat diintegrasikan pada
[a,b].

Sifat-sifat Integral Tertentu :

Jika f(x) dan g(x) kontinu pada interval integrasi a < x < b, maka :

1. j{f(x) dx=0
2. _Tf(x) dx:—if(x) dx
a b

b b
3. .[kf(x)dx = kJ'f(x)dx, untuk sembarangkonstanta
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b b b

4, j{f(x)ig(x) }dx:jf(x) dx+jg(x) dx

5. If(x)dx=(b—a)f(xo)untukpalingsedikitsatunilaixoantaraadanb
c b b

6. [ flx)dx+ [f(x)dx = [f(x)dx, jika:a<c<b

7. Jika F (u) = _u[f(x)dx, maka - Fu) = f(u)
0 du
b
8. [T(\) dx=F(x) [, = F(b)-F(a)

9. .Tf(x) dxzig(x) dx, jika f(x)>g(x) dalam interval [a,b]

Contoh soal dan penyelesaiannya :

6 3
1. Selesaikanlah : I(X—Z)de 2. Selesaikan : IXZ dx
1 1
Penyelesaian : Penyelesaian :
6 6 3 1 3 1
[ x=2)7dx=[ (x2 - ax + 4)ox szdx:[—x?} =2l -1’
1 1 1 3 1 3
1, 26 2
== ---_8Z2
[3x 2X +4x} 3 3

Wl

|50 207 +46) || 5072074400 |

216 g0 ioa)(Loia)o012
3 3 3

2
3. Selesaikan : 5
_-[Zx +4

Penyelesaian :

2

I

2

1 2
= —arc tan—

2|
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4. Selesaikan : [ sin(2x)cx = jsm(zx)d<2x)

7l2 ﬁ/2

Penyelesaian :
0

_[ sm(2x)dx—— ISIH(ZX)d(ZX)

wl2 ﬂ/2
0
= [— 1 COS(ZX):|
2 12
1
-5 [c0s(2.0) — cos(2.7.2)]

~2[oos(0) —cos(r)] =~ {1— (-1)] - -

3 3
x . X
5. Selesaikan : Ie /ZdX=—2Ie /zd(—E)
2 2

Penyelesaian :

3

je’X/zdx = —ZEeX/zd(—g)

2
=2[e™L=-2(e-e™)

=2(et-e?)
2

6. Selesaikan : JXV x? +5 dx
0

Penyelesaian :

J‘x\/x2 +5dx = J-(x2 +5)"2d(x* +5).(1/2)

:(lji(xz + 5)3/2 ’ =
2)3/2 0
1 1
=—(2°+5)* -=(0* +5)¥
3 3

L e
3 0

1 5
=§(9?’/2 5%2) = (27 5\/_)—9—i
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7. Selesaik T—X o
€lesalkan .
1 VX3 +3x

Penyelesaian :
Misalkan: U=x3+3x —»> dU=3x2+3

1/3dUu=x2+1

X+1 J-

'—.w

1 3
Maka : ~[u™du
1 VX3 +3x 3 ]
3

:3\/x3+3x

1

=§«/33 +3(3) —%w/f +3(1)
=2\2-~

2
8. Hitung : J(5+95X )dx
0
Penyelesaian :

(5 +e*> )dx = j.de + Jz.eS"dx
0 0

1 2
:(5x+—e‘r’xj
5 0

O e N

72

2 -
9. Selesaikan : ICOS xsin xdx
0

Penyelesaian :

Misalkan : U=cosx — dU=-sinxdx

/2 /2
_[coszx sinxdx =— IUZdU

0
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_ 1 3rt/z:——coss‘xn/2
3 Jo 0
1 1
0-1)-
H 2
10. Selesaikan : I(Xz +2X) dx
0
Penyelesaian :
1 1
I(xz +2x)zdx = J(x“ +4x° +4x2)jx
0 0
:(1x5+x4+£x3j1
5 3 0
1o ey B a 38
[5()+()+3()j )=

7l2

11. Selesaikan : I(2x+sin x)dx
0

Penyelesaian :
72 7l2 72

I (2x+sin x)dx = I 2xdx + Jsin xadx
0 0 0

72 72
+ (—cosXx)

0

:X2

0

=z 12)? =0+ [~ cos(x 1 2) + cos 0]

2
v

=—+1

12.3. Rangkuman
Integral parsial didasarkan pada rumus turunan dari perkalian dua fungsi :
d dv du
—[uv]=u—+v—
dx dx  dx
Integral tentu yaitu suatu integral fungsi yang memiliki batas atas dan batas bawah

untuk disubstitusikan pada hasil pengintegralan. Jika integral dari f(x) adalah F(x),

maka : Tf(x)dx —F(b)-F(a).
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12.4. Latihan
A. Gunakan pengintegralan parsial untuk menyelesaikan soal-soal berikut ini :

1. [e*sin 2xdx 8. Ixsec2 xdx
c In(In x
2. ( )dX 9. jexcosx dx
X
3. [arc tanx dx 10. JXZCOSX dx

4. |arc sin x dx

5. [ xe*dx 11. [ x%sin x dx
6. [ xsin 3xdx 12 [e'dx
2 [ xJ/x+1 dx 13. [ x%Inx dx

B. Selesaikan integral tertentu dibawah ini :

4 t

1. [ (@x+3)dx 8. j(x—Zt)zdx
0 0
2 2

2. [(4x® +7)dx 9. [2sin xcos xdx
1 0
2

1 rl4

3. I_zdw 10. [sin®x dx
lW 0
) 1 2

4. J.(y2+—3]dy 11. IX\/X2+4 dx
—4 y 0
st -8 2 4dx

. d .

’ ! < 2 £5x—3
72 0 ex

6. IZsint dt 13. _[ ——dx
716 _we +1
1 2

7. [(x* +1)° (2x)dx 14. [(5+e*)dx
0 0
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2 dx 2 dx
15. !4“3 19. !

b
Xdx 20.jlnxdx

4

16. [——e
!VX2—15
a 5

17. j\/az—xzdx 21. j'n(Hl)dX
0 0

X+1

7l2

1
18. [ sinx dx 22. [ (x+2)dx
0
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13.1. Integral Dengan Menggunakan Subsitusi
Bila integral tak tentu If(X) dx tidak dapat langsung diintegralkan dengan

menggunakan rumus-rumus dasar integrasi, maka dapat diubah bentuk integrannya
ke suatu bentuk dengan cara mengganti peubah x.

Peubah x atau fungsi dari peubah x diganti dengan suatu fungsi yang memiliki
perubah baru, misalnya mengubah U atau V, sedemikian sehingga dapat diintegralkan
dengan cara-cara yang sudah diketahui. Juga, dx harus diganti dalam bentuk suku
dari U dan dU atau v dan dV.

Misalkan :
x=¢ (U) - dx=¢'(U)dU

Maka integral tak tentu di atas menjadi :
[109 dx=[Tlp(L)p (U)du]
:I¢(U)dU ~FU)+C

Oleh karena bentuk integral tak tentu adalah dari fungsi x, maka pada hasil yang

terakhir peubah U harus dikembalikan ke fungsi semula dengan peubah x.

13.1.1. Subsitusi Fungsi Aljabar

a) Jika integran memuat pangkat pecahan dari bentuk a + bx
Diambil subsitusi, untuk a + bx suatu U yang memiliki pangkat, sehingga sesuai
dengan a + bx.

Contoh soal dan penyelesaiannya :

X dx

1. Selesaikan : Jm

Penyelesaian :
Misalkan: U?2=x+5 — 2UdU =dx

x=U2-5
_ x dx (U -5Udu
Maka : jm_ij

= 2j(u2 —-5)dU =§u3 -10U +¢
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d 2
Sehingga : I\/% =§\/(x+5)3 —10V/x+5+c

x2dx

2. Tentukan : jm

Penyelesaian :
Pangkat pecahan dari (4 + 3x) adalah 2/3, maka diambil : U3 = (4 + 3x)
30dU=3dx — dx=U?dU
Dari: U3=(4+3x) - x=1/3(U>-4)
Jadi :
I x°dx :lj(u3—4)2.u2du
(A+3x)® 9 U?

=éj(u3—4)2du

_1 6 3
‘§J(U —8U° +16)dU

2By
63 9 9

Untuk mendapatkan hasil integral yang terakhir, peubah U diganti dengan suku
dari x, yaitu : U = (4 + 3x)1/3
xdx 1

Maka: | (4+3%)” 63

+3x)° - Z(4+3x)V + = (4+3x) +
(4 3 )7/3 ;(4 3 )4/3 196 (4 3 )1/3 C

b) Jika integran memuat pangkat pecahan dari bentuk : a + bx"
Diambil subsitusi, untuk a + bx" suatu U yang memiliki pangkat sehingga sesuai
dengan a + bx".
Contoh :

1) Selesaikan : IX5V3+ x> dx

Penyelesaian :

Misalkan : U? = x3 + 3 — 2U dU = 3x? dx

Maka :x>dx=2/3UU%-3)dU - x3=U%2-3
Sehingga :

J'x-f’\/3+x3 dx =§ju2(u2 —3)dU

155



=§j(u4 ~3U?%)dU

=2/ U -1U+cC
= I/ (U -5U%) +C
=1/15U%(2U0* =5)+C
= 1 +3)" ¢ +3)-5]+C
= %S(X"’ +3)7 [ +1]+ C
2) Tentukan : JA%
(x“ +8)
Penyelesaian :
Misalkan : U? = x> + 8 — 2U dU = 2x dx
x>=U%-8
Maka: x3dx = U (U2-8)dU

I x3dx _J-U(U2—8)dU
(x? +8)12 u*

Sehingga :

:J-U3U—48U U
du 8duU
- U_I O

:InU+UiZ+C

’d A
Jadi : Iﬁzln\/x2+8+ ——+C

(x* +8)"? x> +8

13.1.2. Subsitusi Dengan Trigonometri

Jika integran memiliki bentuk :

a) va? —b?x?,diambil subsitusi ; x:%sinu
b) +a? +b?x?,diambil subsitusi ; x=%tanu

c) +b?x? —a?,diambil subsitusi ; x=%secu
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Contoh soal dan penyelesaiannya :

V9 - 4x°

1) Tentukan deX

Penyelesaian :

Misalkan :

x=3/2sinU — dx=3/2cosUdU 2x
Maka : U

9—4x?

J' 9 4x? J‘ 9 9sin?U COSUdU
?/smu
2
=3JCOS_ Udu
sinU
- i 2 —
23_[1 sm ( U)CIU
sinU
=3In(cosec U-ctgU) +3cosU+C
_3 3 \/9 ax? J9_ax? 4+ C
2
2) Selesaikan : J' X dx
VX* -4

Penyelesaian :

Misalkan :
x=2secU —» dx=2secUtgUdU
Maka :
J- J-4sec U.2sec UtguduU
[x2 _ 2tguU
:4jsec3U du

=2sec UtgU+2In|secU+tgU|+C

:%x\/x2 —4+2In‘x:\/x2 —4‘+C

13.2. Integral dari Fungsi Pecah Rasional
Suatu polinominal dalam x adalah suatu fungsi dengan bentuk :
o Xn + @1 Xn-1 + A2 Xn2 + eennenn +an1+an dmanaai(i=0,1, 2, .......... , ) adalah

konstanta dan n bulat positif dan termasuk nol.
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Tiap-tiap polinominal dengan koefisien riil dapat dinyatakan sebagai perkalian dari
faktor-faktor linier yang riil dalam bentuk ax + b dan atau faktor-faktor kuadratis yang

riil dalam bentuk ax? + bx + c.

Suatu fungsi F(x) = f((x)), dimana f(x) dan g(x) adalah polinomial, disebut : Fungsi
g(x

Pecah Rasional.

Jika pangkat f(x) lebih rendah daripada pangkat g(x), F(x) disebut Proper,
untuk sebaliknya F(x) disebut Improper.
Bentuk pecahan rasional yang improver dapat dinyatakan sebagai jumlahan dari suatu
polinomial dan suatu pecahan rasional yang proper.

Sebagai contoh :

x*—x?-x-1_ _ x+1

x3 —x2 x3 —x?

Setiap pecahan rasional yang proper dapat dinyatakan sebagai suatu jumlahan dari
pecahan-pecahan yang sederhanan yang penyebutnya berbentuk :
(ax + b)" atau/dan (ax? + bx + c)", dimana n bulat positif.
4 Kemungkinan yang timbul dalam pecahan rasional proper :
a. Semua faktor dari penyebut linier dan berlainan
b. Semua faktor dari penyebut linier, tetapi ada beberapa yang sama (berulang)
c. Beberapa faktor penyebut adalah kuadratis dan tak berulang

d. Beberapa Faktor Penyebut adalah kuadratis dan berulang

13.2.1. Semua Faktor dari Penyebut Linier dan Berlainan
Jika pecahan rasional yang proper F(x), penyebut g(x) dapat dinyatakan
sebagai perkalian faktor-faktor linier yang berlainan, misalnya :

g(x) = (X —a1)(X — a@2) .eeeererrnnns (X —an)
dimana : a, #a, #a;..cceuee. #a,, maka :
F(x) = i _ A, P A 4P
g(x) x—a, x—-a, x-—a, X—a,
Untuk menghitung Ai, A, ...... An kedua bagian diatas disamakan, atau mengambil

harga-harga x tertentu. Jadi disini ada dua metode untuk menghitung koefisien-

koefisien tak tentu tersebut.
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Contoh soal dan penyelesaiannya :

1) Tentukan : IfX__lES dx
X —X—

Penyelesaian :
Penyebut : x> —x—6=(x+1)(x—3)
Oleh karena itu, pecahan rasional dapat ditulis :

3x-1 A N B
(x+2)(x=3) x+2 x-3

_ A(x—=3)+B(x+2)

(x+2)(x—3)
Maka dipenuhi bentuk :
3X—-1=A(x-3)+BXx+2)
setara/ekivalen dengan :
3x—-1=(A+B)x+ (-3A + 2B)
Untuk menentukan nilai A dan B :
Bagian kiri identik dengan bagian kanan, berarti koefisien-koefisien dari x yang
berpangkat sama dari kedua bagian tersebut harus sama.
Jadi : Koefisien x —»3=A+B

Koefisien x° — -1 =-3A + 2B

Dari dua persamaan tersebut diperoleh A = 7/5 dan B = 8/5. Sehingga

3x-1 3x—1 _ % N %

X —x—6 (x+2)(x-3) x+2 x-3

3x—-1 7 1 8 1
dan : sz—dx=—J dx+—f dx
X —Xx—6 5x+2 5x-3

:Zln |x+2|+§ln |x—3|+C
5 5

13.2.2. Semua faktor dari penyebut linier, tetapi ada beberapa yang sama
(berulang)
Untuk tiap faktor linier ax + b yang timbul n kali dalam penyebut dari pecahan

rasional, kita tulis sebagai penjumlahan dari n pecahan parsial dalam bentuk :
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A, A, A, A,
+ : T e, + -
ax+b (ax+b)” (ax+b) (ax +b)
dimanaAi(i=1, 2, cccee...... , ) konstanta yang harus dicari.

Contoh soal dan penyelesaiannya :

(3x* —22x +19)
1) Tentukan : j (x+2)(x—3)°

Penyelesaian :
Perhatikan :

3x*—22x+19 A B C
2 = + + 2
(x+2)(x—3) X+2 x—3 (x—3)

3x° —22x+19=A(x—3) +B(x+2)(x—3)+ C(x +2)

Dengan menyelesaikan persamaan ini didapatkan nilaiA=3,B=0dan C = -4,

(3x*> —22x +19) dx dx
Maka : dx=3 —4
aka: | (x+2)(X—3) Ix+z j(x—3)2

=3 In(x+2)+i3+c

13.2.3. Beberapa Faktor Penyebut adalah Kuadratis dan Tak Berulang
Untuk tiap-tiap faktor yang memiliki bentuk :

Ax+B

2 . . . .
ax” +bx + c, dinyatakan sebagai pecahan parsial dari bentuk ;: ————
ny gaip pars| " U AX +bx +c
Contoh soal dan penyelesaiannya :

dx
x> +x

1) Tentukan : I

Penyelesaian :

Penjabaran disini adalah :

1 1 A Bx+C_ AKX +1)+(Bx+C)x
X +x  x(x*+1) x x+1 x(x* +1)

Maka: 1= A(X* +1)+(Bx+C)x

1= (A+B)X +Cx+A
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Dengan menyelesaikan persamaan tersebut didapatkan nilai A = 1, B = -1 dan
C=0

Jadi J.x + X I x+1X

=Inx—1/2 In(x* +1)+C

+C

=12 1n

X +1

13.2.4. Beberapa Faktor Penyebut adalah kuadratis dan berulang

Untuk faktor kuadratis dengan bentuk ax’ +bx+c yang berulang n kali dalam
penyebut pada pecahan rasional yang proper, ditulis sebagai jumlahan dari n pecahan
parsial dalam bentuk :

A x+B; Ax+B, AXx+B,
> +— S e, +—0—"
ax“ +bx+c (ax’bx+c) (ax’bx +c)

di mana A: dan B; konstanta yang harus dicari.

Contoh soal dan penyelesaiannya :

2x° +x+3

1) Tentukan : j 2 +2)’
Penyelesaian :

23 +x+3 Ax+B Cx+D
2 2 = 2 + 2 2
(x“+2) X“+2 (x"+2)

Penjabaran disini adalah :

_ (Ax+B)(x* +2)+(Cx+D)
B (x> +2)*

Maka : 2x* +x+3=(Ax+B)(x* +2)+(Cx +D)
2X> +X+3=Ax’ +Bx’ +(2A+C)x +(2B+D)

Dengan menyelesaikan persamaan ini, didapatkan :

Koefisien x3 5> 2=A
Koefisien x2 > 0=8B
Koefisien x! 5 1=2A+C danC=-3

Koefisien X 5> 3=2B+D danD =2
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Jadi bentuk integral :

2x° +x+3 2x 3x -2
jﬁ XZI 2 X—j Y
(x*+2) X" +2 (x=+2)

dx
= In(x* +2) - 3[ +2) 2](X2+2)2

Diselesaikan dulu integral :

J.(de%)z, misalkan x=+2 tqq dx=+2 sec’q dq

x* +2=2(tg’q+1)=2 sec’q
2 sec’q )
= dq V2 [cos’q d
J‘(x +2) J- 4sec’q A I 49
24\/5.“%(1+cos 2q) dq
—/\/5 +lsin2 +cC
=78 q 5 q

1 1/ s -1 X, x
A\/E (q+A sin 2q)+C—A\/5 arc tg\/i+4(x2+2)+c

Hasil integral seluruhnya :

23 +x+3 X+3
T dx=In (¥ +2)+ 1/ V2 arc t +———+C
I (x* +2) ( ) A g\/_ 2(x* +2)

13.3. Rangkuman

Metode integral dengan subsitusi merupakan salah satu metode untuk mencari
suatu integral dengan mensubsitusikan salah satu variabel dan mengubahnya
menjadi sebuah bentuk yang lebih sederhana.

Integral fungsi rasional dapat diselesaikan dengan cara melihat akar-akar dari
fungsi g(x). Dengan mengubah fungsi pecah rasional tersebut
menjadi jumlahan fungsi pecah rasional berderajat satu atau
dua, sehingga dapat dihitung nilai integralnya dengan metode substitusi

maupun dengan cara yang lain.
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13.4. Latihan

Selesaikan dengan integral fungsi rasional untuk soal-soal dibawah ini :

1J‘ (2x+3)
" (x+2)(x=3)

(x—1)
2 J‘x —x° —2x
(x* —1)dx
x*(x —2)°

x'—x*-x-1
4.J. 3 dx

x> —x?

3.

(2x—1)
2 iy

xdx
°. J.(x +1)(x+3)(x+5) o

dx
48 Pty

x3 — 4x* 4x

dx
> JAx(xz +1)
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14.1. Luas Daerah Bidang dengan Integrasi
Luasan sebagai limit Penjumlahan
Jika f(x) kontinu dan tidak negatif dalam selang a < x < b, integral tertentu

b n
jf(x)dx= lim Zf(xk)Akx dan dijelaskan secara geometris. Misalkan selanga < x <b
" n—-+oo )

dibagi menjadi n sub interval hy, hy,...... hn yang panjangnya A;X, A,X,....... A x (boleh
juga untuk mudahnya diambil A x=A,x=....=A_ X. Ambil sembarang titik x = x;

pada masing-masing h;, dan bentuk persegi panjang yang alasnya h; (jadi panjangnya

A;X) dan tingginya f(xi). Persegi panjang itu disebut persegi panjang pendekatan.
Luas persegi panjang = f(xi;) A,x, dan jumlah luas n persegi panjang : if(xk)Akx
k=1

yang mana merupakan pendekatan dari luas daerah dibatasi oleh f(x), sumbu X serta

garis-garis X = a dan x = b. Kalau A,x — 0, banyaknya subinterval n — ~ maka luas

n b
daerah tersebut adalah : Luas=L=1im f(x)Ax = If(x)dx
n—>c0 €= °

Luasan dengan Integrasi

Langkah-langkah yang perlu untuk membentuk integral tertentu yang menghasilkan

luas yang diminta adalah :

(1) Buat suatu gambar, yang menunjukkan a) luas yang dicari, b) wakil pita, dan c)
persegi panjang yang didekati. Sebagai suatu kebijaksanaan, akan ditunjukkan

wakil sub selang yang lebarnya Ax ( atau Ay) dan titik x, (atau y, ) pada sub selang

tersebut.

(2) Tulis luas persegi panjang yang didekati dan jumlahnya untuk n buah persegi
panjang

(3) Misalkan jumlah persegi panjang menuju tak terhingga dan gunakan teorema

dasar integrasi.

Contoh soal dan penyelesaiannya :
1) Tentukan luas daerah yang dibatasi oleh garisy = x, sumbu x, x = 1 dan x = 3.

Penyelesaian :
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3 1
Luas :J'x dx=1/2 x* =4
1 3
Y
'S (3’3y
!""
(1,1
> X
1 3

Gambar 13.1. Daerah bidang yang dibatasi garis y=x , sumbu x, x=1 dan x=3

2) Hitung luas daerah yang dibatasi oleh fungsi y = x? + 7x — 1 dan garis lurus
y =2x -7.
Penyelesaian :
Tentukan titik potong kurva sebagai batas integral :
X2+ 7x—-1=2x-7
x2+5x+6=0
x+3)x+2)=0
X =-3danx = -2

Luas daerah yang dimaksudkan adalah :

3

Luas = J.(x2 +5x + 6)dx
-2

-3

2 sp -2yl 25 - (2 a2

Untuk mudahnya, dapat disimpulkan sebagai berikut :
(A) Kalau f(x) kontinu pada interval a < x < b dan f(x) > 0 pada interval tersebut,

maka luas daerah yang dibatasi oleh f(x), x = a, x = b dan sumbu x adalah :
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- y=i(9

a b

Gambar 13.2. Daerah bidang yang dibatasi oleh f(x) = 0, x=a, x=b dan sumbu x

(B) Kalau f(x) kontinu pada interval a < x < b dan f(x) < 0 pada interval tersebut, maka
luas daerah yang dibatasi oleh f(x), x = a, x = b dan sumbu x adalah :

Y

b
Luas = I— f(x)dx +

Gambar 13.3. Daerah bidang yang
dibatasi oleh f(x) < 0

(C) Kalau f(x) kontinu pada interval a < x < b dan bertukar tanda, maka luas daerah
yang dibatasi oleh f(x) < 0, x = a dan x = b dan sumbu x sama dengan

penjumlahan luas masing-masing daerah.

Luas = jf(x)dx + i— f(x)dx + jf(x)dx

y =)

Gambar 13.4. Daerah bidang yang
dibatasi oleh f(x) kontinu

pada interval a<x<b
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Contoh soal dan penyelesaiannya :
1. Hitung luas daerah yang dibatasi oleh parabola y = x* -4, garisx = 0, x = 3, dan

sumbu Xx. )

Penyelesaian :

2 3
Luas = J.— (x* —4)dx + j(xz —4)dx
0 2

= (-1/3%’ + 4x)

2
+(1/3x> — 4x)
0

3
2

Catatan:
Luas daerah yang dibatasi grafik x = f(y), garis-garis y = a, y = b, dan sumbu Y

b
adalah: Luas= ﬂf(v)\dv

14.2. Volume Benda Putar
Benda Putar
Benda Putar dibentuk dengan memutar suatu bidang datar sekeliling sebuah
garis, disebut sumbu putar pada bidang datar.
Volume benda putar dapat ditemukan melalui salah satu cara dibawah ini.
(i) Metode Cakram
A. Sumbu putar merupakan bagian batas bidang datar.

(1) Buatlah sketsa daerah yang dimaksud, suatu pita wakil tegak lurus sumbu
putar, dan persegi panjang yang didekati pita tersebut.

(2) Tulislah volume dari cakram (tabung) yang terbentuk, jika persegi panjang
yang didekati itu diputar sekeliling sumbu putar dan hitung jumlah volume n
buah persegi panjang yang didekati.

(3) Andaikan banyaknya persegi panjang yang didekati, menuju tak berhingga dan
gunakan Teorema dasar.

B. Sumbu putar tidak merupakan bagian batas bidang datar.

(1) Seperti (1) diatas.
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(2) Perpanjang sisi persegi panjang ABCD yang didekati, sampai bertemu sumbu
putar di E dan F seperti gambar 1. Apabila persegi panjang yang didekati ini
diputar sekeliling sumbu putar, suatu cincin penutup terbentuk, volumenya
adalah selisih antara hasil putaran persegi panjang EABF dan ECDF sekeliling
sumbu putar. Tulislah selisih antara kedua volume itu dan lanjutkan seperti (2)
diatas.

(3) Seperti (3) diatas.

X))

m
2
> K
<
\V

(@]

/ >
<
E Z(B D
;
0 2 X
(21 _4)

Gambar 13.5. Volume benda putar

Contoh soal dan penyelesaiannya :

Cari volume benda yang terbentuk karena perputaran daerah yang dibatasi oleh
y?> =8x dan latus rectumnya (x = 2) sekeliling sumbu-y.

Penyelesaian :

Lihat gambar 13.5.

Bagilah daerah tersebut dengan irisan horisontal. Jika persegi panjang yang didekati
gambar 1 diputar sekeliling sumbu-y, yang membentuk sebuah pembersih yang
volumenya berbeda dari volume yang dibentuk dengan perputaran ECDF (dimensi 2.
Ay) dan persegi panjang EABF (dimensi x . Ay) sekeliling sumbu-y, yaitu n(2)%Ay -
n(X)?Ay . Volume yang ditanyakan ialah :

V = }47: dy—jﬂxzdyz 27zj(4—x2)dy
—4 -4 0

4 4

y 128 .

= 27| (4—-==)dy = ——= satuan kubik
-! 64 5
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14.3. Volume Benda Putar dengan Penampang Lintang yang Diketahui
Volume benda putar yang terbentuk karena perputaran daerah yang dibatasi

oleh kurva y=f(x), sumbu-x dan garis x = a dan x = b, sekeliling sumbu-x
b
adalah I;zyzdx .

Integran zy* = z{f(x)}* dapat ditafsirkan sebagai luas penampang lintang benda,
yang terjadi oleh suatu bidang tegak lurus pada sumbu-x dan berjarak x satuan dari

titik asal.

z
%\
C ——
/’ I
//
O P Ax €
L4
L /| (1,0,0)
'4
4 EEN

Gambar. 13.6 Benda putar dengan penampang lintang yang diketahui
Sebaliknya, jika luas penampang silang ABC, yang terjadi oleh suatu bidang tegak

lurus pada sumbu-x dan berjarak x satuan dari titik asal, dapat dinyatakan sebagai

B
fungsi x, A(x), maka volume benda diberikan oleh V= _[A(x)dx

Contoh soal dan penyelesaiannya :

1. Suatu benda mempunyai lingkaran alas yang berjari-jari 4 satuan. Cari volume
benda itu, jika setiap bidang irisan tegak lurus pada garis tegah yang tetap,
merupakan segitiga samasisi.

Penyelesaian :
Ambil lingkaran seperti gambar dibawah, dengan sumbu-x sebagai garis tegah yang
tetap. Persamaan lingkarannya x*+y* =16.

Penampang lintang ABC merupakan segitiga samasisi dengan sisi 2y dan luas

A(X)=+/3y? =/3(16 - x?).
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V= f A(X)dx = \/5}(16— x%)dx

3 4
=\/§{16x—%} :%\/5 satuan kubik
-4

Gambar 13.7. Volume benda yang dibatasi lingkaran dengan alas berjari-jari 4 satuan

Soal-soal yang dipecahkan :
1. Tentukan luas bidang datar yang dibatasi oleh parabola y = x?, garis x =1 garis

X = 3 dan sumbu Xx. y

Penyelesaian : /
3

foo 1o
L:_fx dx = =x
1 3

1

1 3 3
- -o’]

26 ¢ |
—? satuan luas W

2. Hitung luas daerah yang dibatasi oleh parabola : y=-2x*+1 dan garisy = x + 1.
Penyelesaian :
Tentukan titik-titik potong kurva, sebagai batas integral :
22+ 1=x+1
2 -x=0

X(2x+1)=0 > x1=0 danxx =-"1%
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=x+1

o

-1/2

y=-2x2+1

Luas daerah yang dimaksud adalah :

0 0

L= J- [(—2x* +1)—(x+1)]dx = I(—sz —x)dx

-1/2 -1/2
2., 1

=-Zx
3 2
2 3 2 2 3 1 2
=[—§(0) —5(0) ]—[—5(—1/2) -5 (1/2)°]

0
2

-1/2

g

2 3 1
=—-—+— == satuan luas

24 24
3. Cari luas permukaan benda putar yang terbentuk oleh perputaran busur x = y3
dari y = 0 sampai y = 1disekeliling sumbu-y.

Penyelesaian :

1Ly

> x

{

S _27zj'x1/1+( ) dy = 27rJ'y \/Wdy

= a+9y*)¥? =7 (10410 -1) satuan luas
27 27
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4. Hitung volume benda putar yang terbentuk oleh lengkung y = x2, sumbu x dan
garis x = 0, garis x = 2. Diputar terhadap sumbu x sebagai sumbu putar.

Penyelesaian :

y

2
-~ VZEI(XZ)ZdX
0

= ni (x)*dx

32
=2 (2° -0) == r satuan volume

5. Hitung volume benda putar yang terbentuk oleh lengkung y=x°,x =1, x = 3

dan sumbu x sebagai sumbu putar.

Penyelesaian :

y
V'S 3

S > T 7 2
0 2 =7(3 -1 :31277r satuan volume

6. Hitung volume benda putar daerah yang dibatasi oleh parabolay = -x2 — 3x +
6 dan garis x + y — 3 = 0 diputar terhadap garis x = 3 sebagai sumbu putar.
Penyelesaian :

» Tentukan titik potong kedua grafik :
X2 -3x+6=-x+3
x2+2x-3=0 > (x+3)(x-1)=0

X1 =-3danxx =1

174



|
Wr=———-—---

2 -1 0

e Maka volume benda putar adalah :

V= ZRIX f(x)dx = ZHI (3—=x){(—x* —3x+6)—(—x+3)}dx

-3 -3

= 2T[j.(3 —x)(— x* —2x+ 3)dx

=2th (x3 -x° —9x+9)dx

-3

=27 1x4 —lx3 —gx2 + 9x
4 3 2

! 256
3 3

14.4. Rangkuman

Penerapan integral pada bidang teknik adalah untuk mengetahui volume benda

putar dan mengetahui luas daerah pada bidang.

Langkah-langkah dalam menghitung luas daeran dengan integral tertentu adalah :

e Gambar daerah yang dimaksudkan, yang menunjukkan luas yang dicari, wakil

pita, dan persegi panjang yang didekati. Sebagai suatu kebijaksanaan, akan

ditunjukkan wakil sub selang yang lebarnya Ax ( atau Ay) dan titik x, (atau vy, )

pada sub selang tersebut.

e Tulis luas persegi panjang yang didekati dan jumlahnya untuk n buah persegi

panjang

e Misalkan jumlah persegi panjang menuju tak terhingga dan gunakan teorema

dasar integrasi.
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14.5. Latihan

1. Tentukan luas daerah yang dibentuk oleh : y = x, y = 3xdan x + y = 4.

2. Hitung luas bidang datar yang dibatasi oleh parabolay = x> + 1 dan garis y =
5.
Hitung luas bidang datar yang dibatasi oleh parabolay = 9 —x>*dany = x + 3.

4. Tentukan volume benda putar yang terbentuk oleh daerah yang dibatasi oleh
sumbu y, grafik y = x3, y = 1 dan y = 8, diputar terhadap sumbu y sebagai
sumbu putar.

5. Hitung volume benda putar yang terbentuk oleh daerah yang dibatasi y? = 8x
dan garis x = 2, diputar terhadap sumbu y sebagai sumbu putar.

6. Tentukan volume benda putar yang terbentuk oleh daerah yang dibatasi oleh
y = 2x%,y = 0, x = 0 dan garis x = 3, diputar terhadap sumbu-y sebagai sumbu

putar.
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Tidak semua integral fungsi dapat diselesaikan dengan teorema dasar kalkulus,

b
dimana teorema dasar kalkulus untuk integral J'f(x)dx =F(b) -F(a)tidak berlaku untuk

b
integrasi fungsi tersebut. Integral dimana J'f(x)dx=F(b)—F(a)tidak berlaku disebut

dengan integral tak wajar.

Integral tak wajar adalah limit dari integral tertentu dengan batas pengintegralan

mendekati bilangan riel tertentu oo, -co, atau pada beberapa kasus keduanya.
Integral tak wajar digunakan untuk menghitung nilai integral yang tidak ada

dalam arti umum, dimana salah satu batas integralnya adalah tak hingga (o).

15.1. Bentuk Tak Tentu Jenis 0/0
Ada 3 masalah limit yang dikenal, yaitu :

sinx
= lim——-,
x—0 X

. x*=9
= lim— ,
x>3 X" —X—6
lim f(x) —f(a)
X—>a X —a
Ketiga limit ini memiliki penampilan yang sama, yaitu ada hasil bagi dan dalam ketiga

limit itu pembilang dan penyebut berlimit nol, sehingga dengan menggunakan aturan
penarikan limit untuk hasil bagi, diperoleh jawaban yang tak ada artinya, yaitu 0/0.
Limit tersebut tidak dapat ditentukan dengan aturan hasil bagi limit.

Aturan yang lazim dipakai untuk menghitung limit-limit demikian dinamakan Aturan
['Hopital.

15.2. Aturan /'Hopital untuk Bentuk 0/0

Andaikan IiLn f(x) = Iig'n g(x)=0

Apabila lim[f (x)/g (x)] ada, baik ia terhingga atau tak terhingga (bilangan terhingga

L, «, atau -«), maka : lim——
Disini u dapat mewakili sebarang simbol a, a-, a*, - atau +.
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Contoh soal dan penyelesaiannya :

Gunakan aturan /Hopital untuk membuktikan bahwa :

. sinx . 1—cosx
a) lim —=0 c) lim
x—0 X x—0 X
2 2
— +3x—10
b) |im2X—9 d) lim L

x>3X° —X—6

Penyelesaian :

x>2" x> —Ax+4

. sinx . D,sinx . 1—cosx . D (1—-cosx)
a) lim =lim C. lim =lim—>*——
x—0 ¥ x—0 DxX x—0 X x—0 D,x
COSX . sinx
= =1 =lim——=0
x—>0 1 x—>0 1
2 2
. X =9 . 2x . X"+3x-10 . 2x+3
b) lim— =lim d. lim — = lim
x=23xX"—x—6 x232x-—1 x=2" XT—Ax+4  x->2' 2x—4
_5 =
5

15.3. Teorena Nilai Rata-rata Cauchy
Andaikan f dan g fungsi yang terdiferensialkan pada selang (a, b) dan kontinu
pada selang [a, b]. Apabila g '(x) = 0 untuk semua x di (a, b), maka ada bilangan ¢

f(b)—fla) _ (o)
glb)-gl@ g(c)

dalam selang (a, b) sehingga

Bukti aturan /’Hopital :
Adanya Iirq[f'(x)/g'(x)] mengandung pula sifat adanya f '(x) dan g '(x) paling sedikit

X—>a

dalam lingkungan (a, b) dari a dan bahwa kita hanya mengetahui lim f(x)= 0 dan

x—a’

lim g(x)=0. Sehingga dapat didefinisikan bahwa f(a) =0 dan g(a) = 0. Dengan

demikian f dan g kontinu (kanan) di a. Ini semua perlu agar f dan g memenuhi syarat-

syarat dalam teorema nilai rata-rata Cauchy pada selang [a, b]. Dengan demikian

. f(b)—f(a)  f(c)
maka ada c dalam (a, b) sehingga -
(@) 999 ab)gla) & (©)
Oleh karena f(a) = 0 = g(a), maka fb) _ f. ©
glb) g(c)
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©_, {1

Apabila b — a* jadi juga c — a*, maka diperoleh : |im ) Q
b—a® g

Bukti yang serupa berlaku untuk limit kiri.

15.4. Integral Tak Wajar

b
Integral Tertentu j f(x)dx disebut integral tak wajar, jika :

a) integral f(x) mempunyai satu atau lebih titik diskontinu pada selang a < x < b, atau
b) paling sedikit satu batas integrasinya tak berhingga
Integran yang Diskontinu, jika f(x) pada selang a < x < b, tetapi diskontinu pada

b b—g
X = b, maka didefinisikan | f(x)dx = lim | f(x)dx asalkan limit ada.
’ e—>0" d

Jika f(x) kontinu pada selang a < x < b, tetapi diskontinu di x = a, didefinisikan

b
f(x)dx = lim | f(x)dx asalkan limit ada.

e—>0"
a+e

Jika f(x) kontinu untuk semua nilai x pada selang a < x < b, kecuali x = ¢, di

mana a<c<b, didefinisikan jf x)dx = lim jf x)dx + lim jf(x Jdx asalkan kedua limit

e—>0" e—>0"
c+e

itu ada.

Contoh soal dan penyelesaiannya :

1. Hitung : j. o
. . 0 \/9—X2
Penyelesaian :

Integran diskontinu pada x = 3.

XpPe . . 3—¢
= lim arcsm = |im arcsmT

lim I
e—>0" A /9 X e—>0" 0 e—>0"

1
= lim arcsin 1:ET[

e—>0"
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1
2. Tentukan kekonvergenan integral : J.5x‘2dx
0

Penyelesaian :
1 1 1
J.SX*de = 5_[—2dx
0 0 X

1

= 5.1im [ % dx

u—0*
f X

1
=5.lim (- x*)
u—0* 0

= 5(0_1 —1_1) =00

Limitnya tidak ada, maka integral tak wajar divergen

15.5. Bentuk Tak Wajar yang Lain

Untuk limit sebagai berikut : lim ix

X—>00 e

Bentuk limit ini tergolong bentuk Iim% yang memiliki sifat bahwa pembilang dan
X—>00 g X

penyebut menuju tak terhingga. Bentuk tersebut dinamakan bentuk tak-tentu dari

jenis oc/oc. Bentuk /Hopital juga berlaku dalam hal ini. Jadi, Iim% = Iim%x))
X—>»00 g X X—>»00 g X

Contoh soal dan penyelesaiannya :

X
1. Tentukan Ilm—X

X—>00 e
Penyelesaian :
Tampak bahwa x dan e*menuju oc apabila x —oc.

Dengan menggunakan Aturan /Hopital diperoleh

2. Hitung Integral tak wajar dari fungsi kontinu f(x) =# pada (-c0, o) !
+

Penyelesaian :
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= lim (tan* x) +I|m(tan x)b
0

a——w a b—0

= lim(~tana)+ LLrQ(tan’l b)

a—>—o

( 1 ) 1
=——=r|+=7
2 2

=7 = Konvergen
1
3. Hitunglah : f3e2xdx
Penyelesaian :

jSe“dx— lim 3e2xdx

a—)—oo

-lm| 3], <Simk e

a—>—0

3. 3.
== lim e> == lim e

2 a0 2 a»>—o

2 e’ 0—‘;’ e’ — Integral konvergen ke nilai gez

-1
4dx
4. Tentukan Integral tak wajar dari fungsi kontinu J.W pada (-0, -1)

Penyelesaian :

J‘4dX J'4dX

a~>—oo

-1
=4. lim (E XZ’SJ
a——0 2 a

= 4. lim §(1—a2’3):—oo — divergen

a—>—© 2
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15.6. Pemakaian Integral Tak Tentu

Bila persamaan y = f(x) suatu kurva diketahui kemiringan m di tiap titik P(x,y)
pada kurva tersebut diberikan oleh m = f ’(x). Sebaliknya, bila kemiringan suatu kurva
di titik P(x,y) padanya diberikan oleh m = dy/dx = f '(x), kumpulan kurva y = f(x) +
C dapat ditemukan lewat integrasi. Untuk mengambil salah satu kurva tertentu dari
kumpulan itu, perlu ditetapkan atau ditentukan suatu nilai C. Ini dapat dilakukan
dengan menyatakan bahwa karna melalui suatu titik tertentu.
Suatu persamaan s = f(t), dimana s adalah jarak suatu benda pada t terhadap suatu
titik tetap pada lintasannya (garis lurus), dengan lengkap mendefinisikan gerakan
benda.

Kecepatan dan percepatan pada saat t diberikan oleh

. dv d’s ..
f(t d a=—=—>-="(t
(t) dan e (t)

ds
V=—=
dt
Contoh soal dan penyelesaiannya :
1. Carilah persamaan kumpulan kurva yang kemiringannya di titik P(x,y) adalah
m= 3x2y dan persamaan kumpulan kurva yang melalui titik (0,8).

Penyelesaian :

mzj—y=3x2y atau ﬂ=3x2dx, maka Iny=x>+C=x>+Inc dan y=cex3.
X y
Jkax=0dany =8,

8=cel=c

Persamaan kurva yang ditanyakan adalah : y =8e"
2. Suatu besaran tertentu q bertambah dengan kelajuan yang sebanding dengan
besarnya sendiri. Jikkaq =25bilat=0danq = 75bilat= 2, carigbilat = 6.

Penyelesaian :

Karena % =kq, diperoleh d—q =kdt,
dt q

Maka : In q = kt + In c atau q=ce"

Bilat =0, q =25 = ce? = c; jadi q = 25ek

Bilat = 2, g = 25e% = 75; maka e% = 3 = e!'10 dan k= 55
Bilat = 6, q = 25>t = 2233 = 25(e!!)? = 25(27) = 675
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15.7. Rangkuman

Integral tak wajar digunakan untuk menghitung nilai integral yang tidak ada
dalam arti umum, dimana paling tidak salah satu batas integralnya adalah tak hingga
(o). Manipulasi aljabar dengan Teorema L'Hopital dilakukan untuk menyelesaikan

integral tak tentu bentuk 0/0 sehingga bentuknya bukan 0/0.

15.8. Latihan
1. Tentukan limit dari soal-soal dibawah ini. Periksa dengan seksama apakah syarat

['Hopital benar-benar telah terpenuhi sebelum digunakan :

. sinx —2x . Inx
a) lim—— d) lim—
x—0 X x->1x° —1
. COSX . t—t
b) Iim e) Ilmf
x—=(1/2n ¥ — 1/27-[ t>1  |nt
x> +5x+4

c) lim
) x>1 x> —4x—5

2. Tentukan limit dari soal-soal dibawah ini. Telitilah dengan seksama sebelum

menggunakan Aturan /Hopital.

a) lim— d) lim(sin x)”
x—>o @ x—0*

b) IimM e) lim (2x)*
x-» N X x—0"

c) limx**

3. Sebuah bola digelindingkan pada lapangan rumput datar dengan kecepatan awal
8 m/s. Karena gesekan, kecepatan berkurang dengan kelajuan 2 m/s.

Berapa jauhkah bola akan menggelinding ?

4. Hitunglah :
1
dx
a A
2
1
dx
b
) '([ 4—x
4
dx
2 !4—x
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Erlangga, 1993.

6. Robert Wrede, Ph.D, Murray R.
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16.1. Contoh Soal UAS

1. Sebuah perusahaan yang memproduksi sejumlah barang x, mengeluarkan biaya

total dinyatakan dengan persamaan : x? _131)(2 +120x — 200 . Sedangkan harga

jual barang x dinyatakan dengan persamaan : - 10 x + 240.

Hitunglah :

a) Agar keuntungan yang diterima perusahaan maksimum, tentukan jumlah
barang (x) yang harus terjual dan berapa besarnya keuntungan maksimum
tersebut ?

b) Jika banyaknya barang yang terjual sebanyak 5 dan 20 buah, apakah
perusahaan untung atau rugi dan berapa keuntungan atau kerugian

perusahaan tersebut ?

2. Tentukan luas daerah bidang yang dibatasi oleh parabola y = 12 - x2 dan garis
y+x=0

3. Tentukan turunan pertama dari fungsi berikut ini :
2

3X6

3x

4X8

A) y=In(Bx—4)? - B) y=3sin(x*-7)-

3. Selesaikan soal integral berikut ini :

A 1 I x%cos®(x®) sin(x®) dx 2). _2[ (<" +1) dx

Vx3 +3x

B. 1) [ —2x’sin’(x’) cos(x’) dx 2) i (X +3) 4y

V2Xx3 +6X
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