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PERTEMUAN TOPIK 
 

CAPAIAN PEMBELAJARAN 

1 Sistem bilangan riel, 
pertidaksamaan dan 
Nilai mutlak  

1. Mahasiswa dapat mengikuti perkuliahan 

sesuai kontrak perkuliahan 

2. Mahasiswa mampu menerapkan nilai-

nilai kebudiluhuran dalam pelaksanaan 

perkuliahan 

3. Mahasiswa memahami dan  dapat 

menjelaskan tentang: Sistem bilangan, 

pertidaksamaan, variabel variabel fungsi, 

harga mutlak 

2  Sistem Koordinat 

Cartesius dan 

Sistem Koordinat 

Kutub (Polar) 

 Hubungan Antara 

Sistem Koordinat 

Cartesius dan 

Sistem Koordinat 

Kutub  

 Jarak Dua Titik 

Koordinat Kutub 

Mahasiswa dapat menjelaskan konsep sistem 

koordinat kartesian dan sistem koordinat 
kutub/polar. 

3  Fungsi dari 

sebuah variabel  

 Fungsi Aljabar  
dan Grafik dari 

Suatu Fungsi 
 Fungsi Linier 

(Fungsi Garis 
Lurus) 

 Fungsi Kuadrat 
 Operasi pada 

Fungsi 

 Fungsi 
Trigonometri 

Mahasiswa dapat memahami dan mengerti 

tentang variabel dan fungsi dalam 
memecahkan persoalan matematika 

4  Teorema limit 

 Limit kiri dan limit 

kanan 

 Limit Fungsi 

Khusus 

Mahasiswa memahami pengertian dan 

prinsip dasar limit serta cara menyelesaikan 
limit fungsi 

5  Metode 

Penyelesaian 

Limit 
  Kontinuitas dan 

Diskontinuitas  
Fungsi 

 Aturan L’Hopital 

Mahasiswa memahami pengertian dan 

prinsip dasar Limit dan Kontinuitas 
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6  Menentukan 
Turunan Fungsi 

 Aturan Dasar 
Turunan : (Fungsi 

Trigonometri, 
Fungsi Logaritma, 

Fungsi Eksponen 
dan Fungsi 
Siklometri) 

Mahasiswa mampu memahami prinsip dasar 
dan aturan dasar turunan 

7  Aturan Rantai 

untuk Fungsi 

Bersusun  
 Turunan dari 

Fungsi-fungsi 
Invers 

 Turunan Fungsi 
Implisit 

Mahasiswa memahami prinsip dasar turunan 

dan penggunaannya 

8 Ujian Tengah 

Semester (UTS) 

Mahasiswa mampu menjawab dan 

menyelesaikan permasalahan yang diberikan 
dalam soal 

9  Turunan tingkat 

tinggi 
 Turunan Parsial 

dan Turunan 
Parsial tingkat 

tinggi 

Mahasiswa memahami prinsip turunan dan 
penggunaannya 

10 Aplikasi turunan : 
(Garis Singgung dan 
Normal, Nilai 

maksimum dan 
minimum, dalam 

Bidang Ekonomi : 
Biaya Marginal, 
Keuntungan/ 

kerugian dan Pulang 
Pokok, menentukan 

Kecepatan dan 
Percepatan 

Mahasiswa memahami konsep dasar turunan 
dan penggunaannya 

11  Rumus-rumus 

Dasar Integral 
dasar 

 Integral Fungsi 
Aljabar 

 Integral Fungsi 
Eksponensial 

 Integral Fungsi 

Trigonometri 
 Integral Fungsi 

Invers 
Trigonometri 

Mahasiswa memahami dan mampu 

mengaplikasikan rumus-rumus dasar integral 
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12 Integral Parsial dan 
Integral Tertentu 

Mahasiswa memahami dan mampu 
mengaplikasikan rumus-rumus dasar integral 

13  Metode 

menyelesaikan 
soal integral 
dengan metode 

subsitusi 
 Integral dari 

Fungsi Pecah 
Rasional 

Mahasiswa memahami dan mampu 
menyelesaikan persoalan integral dengan 

metode subsitusi dan mampu mampu 
menyelesaikan integral Fungsi Rasional   

14  Menetukan Luas 

daerah bidang 
datar dengan 

integral 
 Menentukan 

volume benda 
putar 

Mahasiswa memahami konsep dasar integral 

dan  mampu menentukan luas daerah bidang 
dengan metode integrasi 

15  Integral tak tentu 

dan Integral tak 
wajar  

 Aturan l’Hopital 

untuk Bentuk 0/0 
 Pemakaian 

Integral tak tentu 

Mahasiswa memahami dan mampu 

menyelesaikan Integral  tak tentu dan 
Integral tak wajar 

16 Ujian Akhir 
Semester (UAS) 

Mahasiswa mampu menjawab dan 
menyelesaikan permasalahan yang diberikan 

dalam soal 
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PERTEMUAN 1 
SISTEM BILANGAN RIEL, 
PERTIDAKSAMAAN DAN  

HARGA MUTLAK  
 
 

Capaian 
Pembelajaran 

: 1. Mahasiswa dapat mengikuti 
perkuliahan sesuai kontrak 
perkuliahan 

2. Mahasiswa mampu menerapkan 
nilai-nilai kebudiluhuran dalam 
pelaksanaan perkuliahan 

3. Mahasiswa memahami dan  

dapat menjelaskan tentang: 

Sistem bilangan, 

pertidaksamaan, variabel 

variabel fungsi, harga mutlak 

Sub Pokok 
Bahasan 

: 1.1. Penjelasan kontrak 

perkuliahan 

1.2. Nilai-nilai kebudiluhuran dan 

aplikasinya dalam perkuliahan 

1.3. Sistem bilangan riel, 

pertidaksamaan, harga mutlak 

Widya Gama Lumajang
Institut Teknologi dan bisnis
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Mata kuliah Kalkulus  merupakan dasar cabang ilmu matematika yang 

mencakup limit, turunan, integral, dan deret tak terhingga. Kalkulus adalah ilmu yang 

mempelajari perubahan, sebagaimana geometri yang mempelajari bentuk dan aljabar 

yang mempelajari operasi dan penerapannya untuk memecahkan persamaan. 

Kalkulus memiliki aplikasi yang luas dalam bidang-bidang sains, ekonomi, dan teknik; 

serta dapat memecahkan berbagai masalah yang tidak dapat dipecahkan dengan 

aljabar elementer. 

Kalkulus memiliki dua cabang utama, kalkulus diferensial dan kalkulus integral 

yang saling berhubungan melalui teorema dasar kalkulus.  Pelajaran kalkulus adalah 

pintu gerbang menuju pelajaran matematika lainnya yang lebih tinggi, yang khusus 

mempelajari fungsi dan limit, yang secara umum dinamakan analisis matematika.  

Kalkulus digunakan hampir di setiap cabang sains fisik, sains komputer, statistik, 

teknik, ekonomi, bisnis, kedokteran, kependudukan dan di bidang-bidang lainnya. 

 

1.1.  Sistem Bilangan   

Matematika merupakan ilmu yang paling banyak dimanfaatkan dalam kehidupan 

ini. Di dalam kehidupan sehari-hari dari mulai dari hal yang paling sederhana sampai 

hal yang paling kompleks semuanya menggunakan ilmu matematika. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 1.1. Sistem Bilangan Riel 

Kalkulus didasarkan pada sistem bilangan riel dan sifat-sifatnya. Kumpulan 

bilangan riel terdiri atas bilangan rasional dan bilangan irrasional. Bilangan rasional 

Bilangan Riil  

Bilangan 

Rasional   

Bilangan 

Irrasional   

Bilangan bulat positif 

Bilangan bulat negatif 

Bilangan nol 

Pecahan  a/b,dengan a & b bulat 

2 = 1,4142 

 = 3,14159 
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terdiri atas bilangan bulat positif, bilangan nol dan bilangan pecahan a/b dengan a 

dan b bulat. Jika a merupakan anggota himpunan S, maka dituliskan Sa  dan dibaca 

“a elemen S”. Jika a bukan anggota himpunan S, maka dituliskan Sa dan dibaca “a 

bukan elemen S”. 

Pada umumnya, sembarang himpunan dapat dinyatakan dengan 2 cara. Pertama, 

dengan mendaftar seluruh anggotanya. Sebagai contoh, himpunan A yang terdiri atas 

unsur-unsur 1,2,3,4,5,6,7,8,9 dapat dinyatakan sebagai:  9}8,6,7,5,4,3,2,{1,A    

Cara yang kedua, yaitu dengan menuliskan syarat keanggotaan yang dimiliki oleh 

seluruh anggota suatu himpunan tetapi tidak dimiliki oleh unsur-unsur yang bukan 

anggota himpunan tersebut. Apabila himpunan A di atas dinyatakan dengan cara ini, 

maka dapat ditulis: 

 }10 dari kurang positifbulat  bilanganx {xA   

Himpunan A disebut himpunan bagian himpunan B, ditulis BA , jika setiap anggota 

A merupakan anggota B. Kiranya tidaklah sulit untuk dipahami bahwa A  untuk 

sebarang himpunan A.  

Dalam kehidupan nyata seringkali dijumpai bilangan-bilangan yang tidak 

rasional. Bilangan yang tidak rasional disebut bilangan irasional. Contoh-contoh 

bilangan irasional antara lain adalah 2  dan .  

 

1.1.1.  Operasi-operasi Bilangan Real 

Jika a, b, c merupakan anggota dari himpunan bilangan real R, maka : 

1.    a + b dan ab adalah elemen dari R  Hukum ketertutupan 

2.    a + b = b + a                          Hukum komutatif penjumlahan 

3.    a + (b + c) = (a + b) + c   Hukum asosiatif penjumlahan 

4.    ab = ba       Hukum komutatif perkalian 

5.    a(bc) = (ab)c     Hukum asosiatif perkalian 

6.    a(b + c) = ab + ac    Hukum distributif 

7.   a + 0 = 0 + a = a,  1 . a = a . 1 = a     0 disebut sebagai identitas terhadap 

penjumlahan, 1 disebut sebagai identitas terhadap perkalian. 
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1.1.2.  Garis Bilangan 

Representasi geometrik suatu bilangan real adalah dengan titik-titik pada sebuah 

garis yang disebut sumbu real. Maka, garis bilangan adalah suatu penyajian bilangan-

bilangan real secara grafis oleh titik-titik pada suatu garis lurus. Untuk tiap bilangan 

terdapat satu dan hanya satu titik, dan sebaliknya. Akibatnya, penggunaan istilah 

bilangan dan titik (pada suatu garis bilangan) dapat saling dipertukarkan.  

Untuk membentuk suatu garis bilangan pada suatu garis tertentu : 

(i)   pilih sembarang titik pada garis sebagai titik asal (sesuai dengan 0) 

(ii)  pilih suatu arah positif (ditunjukkan oleh sebuah ujung panah) 

(iii) dengan sembarang satuan ukuran yang cocok, tempatkan titik +1 pada jarak satu  

       satuan dari 0.  

Himpunan bilangan real disebelah kanan 0 disebut himpunan bilangan positif, 

himpunan bilangan real di sebelah kiri 0 disebut himpunan bilangan negatif.  

Jika a dan b bilangan yang berbeda, maka a < b berarti bahwa a berada di kiri b pada 

garis bilangan sedang a > b berarti bahwa a ada di kanan b. 

 

 

 

Dalam definisi selang a < x < b : 

(i)  tiap simbol a dan b menyatakan suatu bilangan tunggal dan disebut suatu 

konstanta 

(ii)  simbol x menyatakan tiap bilangan suatu himpunan (kumpulan) bilangan-bilangan 

dan disebut peubah (variabel). 

Jangkauan (range) suatu peubah adalah nama lain untuk himpunan bilangan yang 

diwakilinya.  

Sebagai contoh : 

(1)  x adalah suatu jilid himpunan sepuluh jilid buku; jangkauan x adalah himpunan 

bilangan bulat  1,2,3,.......,10. 

(2)   x adalah suatu hari di bulan Mei; jangkauan x adalah himpunan 1,2,3,4,........,31. 

Dengan cara demikian, maka setiap bilangan real menentukan tepat satu titik pada 

garis lurus dan sebaliknya setiap titik pada garis lurus menentukan tepat satu bilangan 

real. Oleh sebab itu, garis lurus sering disebut pula Garis Bilangan Real.  

11/2 2 3 40-1/2-1-2-3
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1.2.  Pertidaksamaan 

Peubah (variable) adalah lambang (symbol) yang digunakan untuk menyatakan 

sebarang anggota suatu himpunan. Jika himpunannya R maka perubahnya disebut 

perubah real. Selanjutnya, yang dimaksudkan dengan perubah adalah perubah real. 

Pertidaksamaan (inequality) adalah pernyataan matematis yang memuat satu perubah 

atau lebih dan salah satu tanda ketidaksamaan (<, >, , ).  

Contoh : 

a.   32x45x      

b.   1
32x

14x





     

Ketentuan : 

a)   a > 0 jika dan hanya jika a positif   

b)   a < 0 jika dan hanya jika a negatif 

c)   a > 0 jika dan hanya jika –a < 0 

d)  a < 0 jika dan hanya jika –a > 0 

e)   Jika a < b dan b < c, maka a < c 

f)   Jika a < b, maka a+c < b+c, jika c bilangan real 

g)  Jika a < b dan c < d, maka a+c < b+d 

h)  Jika a < b dan c bilangan positif, maka ac < bc 

i)   Jika a < b dan c bilangan negatif, maka ac > bc 

j)  Jika 0 < a < b dan 0 < c < d, maka ac < bd 

 

Menyelesaikan pertidaksamaan : 

Menyelesaikan suatu pertidaksamaan dalam x berarti menentukan himpunan 

semua nilai x yang ‘memenuhi’ pertidaksamaan tersebut (yang membuat 

pertidaksamaan tersebut menjadi suatu pertidaksamaan yang benar). 

Himpunan semua nilai x yang memenuhi suatu pertidaksamaan disebut sebagai 

himpunan penyelesaian pertidaksamaan tersebut. 

Menyelesaikan suatu pertidaksamaan memiliki arti mencari seluruh bilangan real 

yang dapat dicapai oleh perubah-perubah yang ada dalam pertidaksamaan tersebut 

sehingga pertidaksamaan tersebut menjadi benar. 



20 
 

Sama halnya dengan persamaan, prosedur untuk menyelesaikan pertidaksamaan satu 

langkah tiap kali sampai himpunan pemecahan jelas. Dapat melaksanakan operasi-

operasi tertentu pada suatu pertidaksamaan tanpa mengubah himpunan 

pemecahannya. Khususnya : 

1.  Dapat ditambahkan bilangan yang sama pada kedua pihak suatu pertidaksamaan 

2.  Dapat dikalikan kedua pihak suatu pertidaksamaan dengan suatu bilangan positif, 

3.  Dapat dikalikan kedua pihak dengan suatu bilangan negatif, tetapi kemudian harus  

membalikkan arah tanda pertidaksamaan. 

Untuk menangani pertidaksamaan kuadrat, ditunjukkan bahwa suatu faktor linier 

berbentuk (x – a) adalah positif untuk x > a dan negatif untuk x < a. Ini berarti bahwa 

hasil kali (x – a)(x – b) dapat berubah dari nilai positif menjadi negatif dan sebaliknya, 

hanya pada a atau b. Titik pada mana suatu faktor adalah nol, disebut titik-titik 

pemecah, yang merupakan kunci menentukan himpunan pemecahan dari 

pertidaksamaan kuadratis atau tingkat lebih tinggi. 

Contoh-contoh soal : 

1)   Selesaikan pertidaksamaan  4x + 5 > 25 

   Penyelesaian : 

   4x + 5 > 25   (tambahkan dengan -5) 

4x > 20 

  x > 5 

  Maka nilai x yang memenuhi untuk  pertidaksamaan diatas adalah : x > 5 

2)   Selesaikan pertidaksamaan 2x – 7 < 4x -2  dan perlihatkan grafik himpunan. 

   Penyelesaian : 

2x – 7 < 4x – 2 

2x < 4x + 5 (tambahkan 7) 

 - 2x < 5 (tambahkan – 4x) 

x > -5/2  (kalikan dengan – ½ ) 

 

3)   Selesaikanlah pertidaksamaan kuadrat berikut ini : 62  xx  

      Penyelesaian : 

Seperti persamaan kuadrat, pindahkan semua suku bukan nol ke salah satu ruas 

dan faktornya. 

-3 -2 -1 0 1 2 3
 







 













2

5
x:x;

2

5
 

4 5 6 7 8 9 10

5
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)(faktorkan02)3)(x(x

6)(tambahkan06x2x

6x2x







 

 -2 dan 3 adalah titik-titik pemecahannya, titik-titik ini membagi garis riil menjadi 

tiga  selang (-, -2), (-2, 3) dan (3, ). Pada tiap selang ini (x – 3)(x + 2) bertanda 

tetap, yakni selalu positif atau selalu negatif. Untuk mencari tanda ini dalam tiap 

selang dipakai titik-titik uji -3, 0, dan 5 (sembarang titik pada ketiga selang tersebut 

yang memenuhi). 

Hasilnya :  titik uji -3 bertanda positif (+) ; titik uji 0 bertanda negatif (-) dan titik 

uji 5 bertanda positif (+). Sehingga dapat disimpulkan bahwa himpunan 

pemecahannya adalah selang (-2,3). 

 

 

4)   Tentukan penyelesaian pertidaksamaan  75x52x  . 

   Penyelesaian: 

 

123x

55x75x55x52x

75x52x







 

          
4x

)3112.()313x.(




 

        Jadi, penyelesaian pertidaksamaan di atas adalah  4xRx  . 

5)  Tentukan harga x yang memenuhi dari pertidaksamaan berikut ini:                         

10 < -2x + 4 < 20. 

    Penyelesaian : 

10 < -2x + 4 < 20 

-2x + 4 > 10   atau  -2x + 4 < 20 

       -x > 3    -x < 8 

        x< -3                    x > -8 

       Jadi, penyelesaian dari pertidaksamaan adalah : -8 < x < -3          

 

 

 

-2 3
(-2,3)

 

-8 -3

x
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6) Tentukan harga x yangmemenuhi pertidaksamaan : 2x2 + 5x – 3 < 0 

Penyelesaian : 

Selesaikan dengan bantuan persamaan : 

 2x2 + 5x – 3 = 0 

 (2x – 1)(x + 3) = 0 

 (2x – 1) = 0   x = ½  dan 

 (x + 3) = 0   x = -3 

 Daerah yang memenuhi sesuai dengan soal (f(x) < 0 ) atau daerah negatif adalah:     

       -3 < x < ½  

Pertidaksamaan tipe lain mungkin lebih sulit diselesaikan dibandingkan 

pertidaksamaan-pertidaksamaan seperti pada contoh di atas. Beberapa contoh 

diberikan pada bagian berikut. 

 

Contoh : 

1.    Tentukan penyelesaian pertidaksamaan : 065x2x   . 

    Penyelesaian:  

 Dengan memfaktorkan ruas kiri pertidaksamaan, maka diperoleh: 

     03x2x   

Telah diketahui bahwa hasil kali 2 bilangan real positif apabila ke dua faktor positif 

atau ke dua faktor negatif. Oleh karena itu, 

(i).   Jika ke dua faktor positif maka:               (ii). Jika ke dua faktor negatif, maka:  

             
3xdan2x

03xdan02x




                                   

3xdan2x

03xdan02x




 

      Sehingga diperoleh: 3x  .                                 Diperoleh:  2x  . 

Jadi, penyelesaian adalah :   3xatau2xRx  . 

Penyelesaian pertidaksamaan di atas dapat pula diterangkan sebagai berikut : ruas 

kiri pertidaksamaan bernilai nol jika 3xatau2x  . Selanjutnya, ke dua bilangan 

ini membagi garis bilangan menjadi 3 bagian: 3xdan3,x22,x   (Gambar 

1.2). 

 

 

-3 1/2

- - - -+ + + + + + + +
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            

 

 

Pada bagian 2x  , nilai 3)(xdan2)(x   keduanya negatif, sehingga hasil kali 

keduanya positif. Pada segmen 3x2  , 2)(x   bernilai positif sedangkan 3)(x   

bernilai negatif. Akibatnya, hasil kali keduanya bernilai negatif. Terakhir, pada 

bagian 3x  , 3)(xdan2)(x   masing-masing bernilai positif sehingga hasil kali 

keduanya juga positif. Rangkuman uraian di atas dapat dilihat pada Tabel 1.1. 

      Tabel 1.1. Penyelesaian pertidaksamaan : 065x2x   

 Tanda nilai  

Kesimpulan 2x   3x   3)2)(x(x   

3x

3x2

2x







 

 

+ 

+ 

 

 

+ 

+ 

 

+ 

Pertidaksamaan dipenuhi. 

Pertidaksamaan tidak 

dipenuhi. 

Pertidaksamaan dipenuhi. 

 

  Jadi, penyelesaian pertidaksamaan adalah  3xatau2xRx  . 

 

1.3.  Nilai mutlak 

 Nilai mutlak (absolut) dari suatu bilangan real didefinisikan sebagai berikut : 

 x = x   jika x  0 

 x = - x jika x  0 

Misalnya :  4 = 4, karena 4   0   dan - 2 = - (-2) = 2 , karena – 2  0 

Nilai mutlak suatu bilangan adalah panjang/jarak bilangan tersebut dari bilangan 

0. Jadi, nilai mutlak 5 adalah 5, nilai mutlak 7 adalah 7, nilai mutlak 0 adalah 0, dan 

seterusnya. 

Sifat-sifat dari harga mutlak : 

Jika a, b  R, maka : 

1)  a  b jika dan hanya jika –b  a  b, dimana b  0 

0  2 3 4 

x<2   2<x<3  x>3 

Gambar 1.2. Grafik penyelesain Pertidaksamaan 
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2)  a  b jika dan hanya jika a  -b atau a  b 

3)  ab = a b     

4)  
b

a

b

a
  

5)  a + b ≤ a + b  

6)  a - b  a  + b  

7)  a - b ≤ a  + b 

Jarak antara dua titik sebarang (bilangan real) a dan b pada sumbu real adalah 

abba  . 

Secara geometris, nilai mutlak ax   dapat diartikan sebagai jarak dari a ke x. Sebagai 

contoh, jika 73x   maka artinya x berjarak 7 unit di sebelah kanan atau di sebelah 

kiri 3 (Gambar 1.3). 

 

 

                                   

 

 

Jadi, penyelesaian 73x   adalah  4,10 . 

Jika 0a , maka: axatauaxax  . 

Sebagai contoh, 

 4xatau4xberarti4x   

 

3

5
xatau

3

5
x

53xatau53x53x





 

Secara sama, 

 

2xatau         5x

42xatau    102x

732x  atau732xberarti732x







 

Contoh-contoh soal : 

1)   Carilah harga x yang memenuhi  x - 7 < 6 

       Penyelesaian : 

4       3         10 

7 unit    7 unit 

Gambar 1.3.  Grafik Bilangan Pertidaksamaan  
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 x - 7 < 6                     - (x – 7) < 6 

   x – 7 < 6   atau             -x + 7 < 6 

   x < 13            -x < -1 

               x > 1 

          Harga x yang memenuhi : 1 < x < 13   

 

 

2)     Tentukan harga x yang memenuhi   : 26x35x   

       Penyelesaian : 

         26x35x                   atau               5x – 3 = -(6x + 2) 

           5x – 3 = 6x + 2                                        5x – 3 = -6x – 2 

                  x = -5                                                      
11

1
x   

3)   Selesaikan 732x   

  Penyelesaian : 

 

   

5xatau2x

102xatau42x

732xatau732x732x







 

        Jadi, penyelesaian adalah  5xatau2xRx  . 

4)   Tentukan semua nilai x sehingga 3
2x

2x



. 

       Penyelesaian:  

3













2x

2x
dan3

2x

2x

3
2x

2x
33

2x

2x

 

           Selanjutnya, karena: 

         

2













xatau
5

6
x

0
2x

65x

03
2x

2x
3

2x

2x
(i).

        

6xatau2x

0
2x

6x

03
2x

2x
3

2x

2x
(ii).















 

        maka, diperoleh: 6xatau
5

6
x  . 

1 13
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1.4.  Rangkuman  

Kalkulus didasarkan pada sistem bilangan riel dan sifat-sifatnya, dimana hasil 

dari penyelesaian dari suatu persamaan dan pertidaksamaan dapat dinyatakan dalam 

garis bilangan. Himpunan bilangan real adalah himpunan bilangan yang merupakan 

gabungan dari himpunan bilangan rasional dan himpunan bilangan irasional. 

 

1.5.  Latihan  

1. Tentukan harga x yang memenuhi pertidaksamaan berikut ini dan perlihatkan 

himpunan penyelesaiannya pada garis real : 

 a) 07017xx2                                     c) (x + 3)(x -2)(x – 4) < 0 

 b) 045x2x2                                      d) 03)(x21)(x   

2.  Carilah himpunan penyelesaian dari pertidaksamaan yang diberikan dibawah ini : 

 a) 452x                            c) 1024x   

 b) 372x                            d) 7x32x      
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PERTEMUAN 2 

SISTEM KOORDINAT 
 
 

Capaian 
Pembelajaran 

: Mahasiswa dapat menjelaskan 
konsep sistem koordinat kartesius 
dan sistem koordinat kutub/polar. 

Sub Pokok 
Bahasan 

: 2.1. Sistem koordinat  

2.1.1.  Sistem Koordinat Cartesius. 

2.1.2. Sistem Koordinat Kutub 

(Polar) 

2.2. Hubungan Antara Sistem 

Koordinat Cartesius dan 

Sistem Koordinat Kutub 

2.3.  Jarak Dua Titik Koordinat 

Kutub 

Daftar Pustaka : 1. Edwin J. Purcell and Dale 
Varberg, “Kalkulus dan Geometri 
Analitis”, Jilid I, Edisi Kelima, 
Penerbit Erlangga, 1999.  

2. Thomas, ”Calculus with Analityc 
Geometric" 

3. Frank Ayres, JR.,Ph.D.  
“Kalkulus”, Seri Buku Schaum 

 

 

Widya Gama Lumajang
Institut Teknologi dan bisnis
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Teori dan Soal-soal, Edisi Kedua, 
Penerbit Erlangga. 

4. Yusuf Yahya, D. Suryadi H.S, dan  
Agus S, “Matematika Dasar untuk 
Perguruan Tinggi”, Penerbit 
Ghalia Indonesia. 

5. N. Soemartojo, Dra, Prof, 
“Kalkulus”, Edisi Ketiga, Penerbit 
Erlangga, 1993. 

6. Robert Wrede, Ph.D, Murray R. 
spiegel, Ph.D, “Teori dan soal-
soal Kalkulus Lanjutan”,  
Schaum’s Outline, Edisi kedua, 
Penerbit Erlangga. 
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Dalam pelajaran Kalkulus, ada materi mengenai koordinat yang banyak 

manfaatnya untuk kehidupan sehari-hari. Dalam teorinya terdapat koordinat cartesius 

dan koordinat kutub yang bisa saling dikonversikan. 

 

2.1.  Sistem  Koordinat  

Sistem koordinat adalah suatu cara/metode untuk menentukan letak suatu titik. 

Ada beberapa macam sistem koordinat: Sistem Koordinat Cartesius, Sistem Koordinat 

Kutub, Sistem Koordinat Tabung, dan Sistem Koordinat Bola. 

 

2.1.1.   Sistem Koordinat Cartesius 

Sistem koordinat Cartesius untuk bidang terdiri dari dua sumbu koordinat, sumbu 

x dan sumbu y,  yang saling tegak lurus dan berpotongan di titik asal (0,0). 

0 1 2

1

2

-1

-2

-1-2
x

y

Kuadran IKuadran II

Kuadran III Kuadran IV

 

Gambar 2.1.  Koordinat Cartesius 

Bidang Cartesius terbagi atas empat kuadran. Setiap titik pada bidang Cartesius dapat 

dinyatakan sebagai pasangan bilangan (x, y), dan sebaliknya pasangan bilangan (x, 

y) menyatakan titik tertentu pada bidang. 

Jarak antara dua titik P(x1,y1) dan Q(x2,y2) adalah : 2
21

2
21 )y(y)x(xQ)d(P,   

letak sebarang titik pada bidang dinyatakan dengan pasangan berurutan y)(x, . Titik 

y)P(x,  mempunyai arti bahwa jarak titik P ke sumbu-x dan sumbu-y masing-masing 

adalah xdany . Apabila 0)y(atau0x   maka titik P  berada di sebelah kiri (atau 

sebelah bawah) titik asal O dan apabila 0)y(atau0x   maka titik P terletak di 
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sebelah kanan (atau sebelah atas) titik asal O. Dalam hal ini, x disebut absis titik P 

sedangkan y disebut ordinat titik P. 

 

 

 

 

 

                                                             

                                                                                             

 

 

 

2.1.2.  Sistem Koordinat Kutub (Polar) 

Pada sistem koordinat Cartesius, letak titik pada bidang dinyatakan dengan 

pasangan y)(x, , dengan x dan y masing-masing menyatakan jarak berarah ke sumbu-

y dan ke sumbu-x. Pada sistem koordinat kutub, letak sebarang titik P pada bidang 

dinyatakan dengan pasangan bilangan real  θr,  , dengan r menyatakan jarak titik P 

ke titik O (disebut kutub) sedangkan  adalah sudut antara sinar yang memancar dari 

titik O melewati titik P dengan sumbu-x positif (disebut sumbu kutub) (Gambar 2.3). 

 

                                                                  

 

 

 

 

Berbeda dengan sistem koordinat Cartesius, dalam koordinat kutub letak suatu titik 

dapat dinyatakan dalam tak hingga banyak koordinat. Sebagai contoh, letak titik 

)3,3( P  dapat digambarkan dengan cara terlebih dulu melukiskan sinar yang 

memancar dari titik asal O dengan sudut sebesar 
3


 radian terhadap sumbu mendatar 

arah positif. Kemudian titik P terletak pada sinar tadi dan berjarak 3 satuan dari titik 

asal O (Gambar 2.4 (a)). Titik P dapat pula dinyatakan dalam koordinat 

Gambar 2.2. Jarak antara dua titik  

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 )2,5(P  

 )4,1(A  

 )1,3( B  

Gambar 2.3. Sistem koordinat kutub 

r 

 

),( rP  

O 
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  k23,3  , dengan k bilangan bulat (lihat Gambar 2.4 (b)). Mudah ditunjukkan 

pula bahwa koordinat  34,3   pun juga menggambarkan titik P (Gambar 2.4 (c)). 

Pada koordinat yang terakhir, jarak bertanda negatif. Hal ini dikarenakan titik P 

terletak pada bayangan sinar PO  . 

Secara umum, jika  ,r  menyatakan koordinat kutub suatu titik maka koordinat titik 

tersebut dapat pula dinyatakan sebagai berikut : 

  kr 2,   atau   )12(,  kr  dengan k bilangan bulat. 

Kutub mempunyai koordinat ),0(   dengan   sebarang bilangan. 

                    

                       

 

 

 

 

                

            

                       

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.2. Hubungan Antara Sistem Koordinat Cartesius dan Sistem Koordinat 

Kutub 

Suatu titik P berkoordinat ),( yx  dalam sistem koordinat Cartesius dan ),( r  dalam 

sistem koordinat kutub. Apabila kutub dan titik asal diimpitkan, demikian pula sumbu 

3 

)3,3( P  

3  

(b) 

3 

)23,3(  kP   

 k23  

(a) 

(c) 

3 

)34,3( P  

34  

3 

P  

O 

Gambar 2.4.  Berbagai pernyataan koordinat kutub untuk suatu titik. 
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kutub dan sumbu-x positif juga diimpitkan, maka kedudukan titik dapat digambarkan 

seperti pada gambar 2.5. 

 

 

 

 

 

 

 

                                           

 

 

Dari rumus segitiga diperoleh hubungan sebagai berikut : 

(2.1)    sincos ryrx                  atau: 

(2.2)   


















r

x

r

y
yxr arccosarcsin22   

 

Contoh soal dan penyelesaiannya : 

1.   Nyatakan ke dalam system koordinat Cartesius. 

       a. 








3

2π
4, A   b. 










4

π
5, B   c. 










6

5π
3, C  

     Penyelesaian:  

     Dengan menggunakan persamaan (2.1) : 

 a.  32
3

2π
4siny2

3

2π
4cosx  . 

          Jadi,  32,2A  . 

b. 2
2

5

4

π
5siny2

2

5

4

π
5cosx  . 

Jadi, dalam sistem koordinat Cartesius  







 2

2

5
,2

2

5
 B . 

),(),( ryxP   

r 
 y 

x 

  

O 

x 

 y 

Gambar   2.5. Kedudukan titik 
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c. 
2

3

6

5π
3siny3

2

3

6

5π
3cosx 

















 . 

Jadi, 








2

3
 , 2

2

3
 C . 

 Apabila 0x  maka persamaan (2.2) dapat dinyatakan sebagai: 

(2.3)   0x,
x

y
 arctanθyxr 222 








  

Hati-hati apabila menggunakan persamaan (3.3), karena 
x

y
arctan  akan 

memberikan 2 nilai  yang berbeda, 2πθ0  . Untuk menentukan nilai   yang 

benar perlu diperhatikan letak titik P, apakah di kwadran I atau II, ataukah 

dikwadran II atau IV. Apabila dipilih nilai   yang lain, maka 
22 yxr  . 

2.     Nyatakan ke dalam sistem koordinat kutub: 

a.  44, P    b. 4,4)Q(  

Penyelesaian:  

Dari persamaan (2.3), diperoleh: 

a.  244)(4r 22   

    
4

7π
atau

4

3π

4

4
arctanθ 


  

      Selanjutnya, karena letak titik P di kwadran IV, maka: 

      
4

7π
θdengan24r  , atau 

      
4

3π
θdengan24r  . 

              Jadi, 








4

7π
,24 P  atau 










4

3π
,24 P . 

b. 2444)(r 22   

       
4

7π
atau

4

3π

4

4
arctanθ 


  

        Selanjutnya, karena letak titik Q di kwadran II, maka: 
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4

3π
θdengan24r  , atau 

        
4

7π
θdengan24r  . 

                 Jadi, 








4

3π
,24 Q  atau 










4

7π
,24Q . 

3.    Nyatakan persamaan sin2ar   ke dalam sistem koordinat Cartesius. 

Penyelesaian:  

Jika ke dua ruas persamaan di atas dikalikan dengan r maka diperoleh : 

 θ)sin r 2a(r2   

Selanjutnya, karena 
222 yxr   dan yθ sin r   maka: 

 
0,2ayyx

2ayyx
22

22




 

yaitu persamaan lingkaran dengan pusat ),0( a  dan jari-jari a . 

 

2.3.  Jarak Dua Titik Koordinat Kutub  

 Cara menghitung jarak dua titik koordinat kutub adalah dengan menggunakan 

jarak dua titik pada koordinat Cartesius. Koordinat kutub diubah terlebih dahulu 

menjadi koordinat Cartesius.   

Menetukan jarak antara titik A(r1, 1) dan titik B(r2, 2) : 

a.   Koordinat Cartesiusnya adalah : 

  A(r1, 1)    x1 = r1 cos 1 dan y1 = r1 sin 1    A(r1 cos 1, r1 sin 1) 

  B(r2, 2)    x2 = r2 cos 2 dan y2 = r2 sin 2    B(r2 cos 2, r2 sin 2) 

b.   Jarak titik A(x1, y1) dan titik B(x2, y2) adalah : 

Jarak    212

2

12 yyxx   

            21122

2

1122 sinθrsinθrcosθrcosθr   

          2121

2

2

2

1 cos..2   rrrr  

Maka jarak titik A(r1, 1) dan titik B(r2, 2) adalah : 

 2121

2

2

2

1 cos..2   rrrrJarak  
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Contoh soal dan penyelesaiannya : 

Tentukan jarak titik A(4, 1600) dan B(5, 1000) 

Penyelesaian : 

Jarak titik A dan titik B adalah :  2121

2

2

2

1 cos..2   rrrr  

                         0022 100160cos.54254   

                      060cos.402516   

                 
2

1
.4041  21  

Jadi, jarak kedua titik A dan B adalah 21  

 

2.4.  Rangkuman  

Sistem koordinat adalah suatu metode untuk menentukan letak suatu titik. 

Dengan menggunakan sistem koordinat cartesius, bentuk-bentuk geometri seperti 

kurva dapat diekspresikan dengan persamaan aljabar. Pada era modern ini koordinat 

cartesius banyak digunakan. Di dalam kehidupan sehari-hari dalam bidang koordinat 

cartesius sangat mutlak diperlukan, salah satunya yaitu dalam soal penerbangan.  

 

2.5. Latihan  

Untuk soal 1 – 8, nyatakan masing-masing dengan dua koordinat yang lain, satu 

dengan 0r  dan yang lain dengan 0r . 

1.  3π6,    5.  25π,2   

2.  52π3,    6.    65π7,   

3.  4π5,    7.  37π6,  

4.  47π5,    8.  76π4,    

Untuk soal 9 – 16, nyatakan dalam sistem koordinat Cartesius. 

9.  32π6,    13.  25π,2    

10.  8π4,    14.  65π7,   

11.  4π5,    15.  37π6,   

12.  47π6,    16.  87π4,  
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Untuk soal 17 – 23, ubahlah ke dalam sistem koordinat kutub. 

17.  3,3     21.  11,0     

18.  2,2    22.  3,33     

19.  32,2    23.  36,32   

20.  1,3    

Untuk soal 24 – 29, nyatakan masing-masing persamaan ke dalam sistem koordinat 

Cartesius. 

24. 3cosθr     27. 4r    

25. sinθ1r2    28. 
4

7π
θ     

26. 
cosθ1

4
r


   29. θr2   

Nyatakan persamaan pada soal 30 – 33 ke dalam sistem koordinat kutub. 

30. 0 yx     

31. xy 412     

32. 1xy  

33. Tunjukkan bahwa jarak titik θ)P(r,  dan )Q(R,  adalah: 

  θ)2rRcos(Rrd 22    
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PERTEMUAN 3 

VARIABEL DAN FUNGSI   
 
 

Capaian 
Pembelajaran 

: 

Sub Pokok 
Bahasan 

: 3.1. Fungsi dari sebuah variabel  
3.2. Fungsi Aljabar  dan Grafik dari 

Suatu Fungsi 
3.2.1. Fungsi Linier (Fungsi Garis 

Lurus) 
3.2.2. Fungsi Kuadrat 
3.3. Operasi pada Fungsi 
3.4. Fungsi Trigonometri  

Daftar Pustaka : 1. Edwin J. Purcell and Dale 
Varberg, “Kalkulus dan Geometri 
Analitis”, Jilid I, Edisi Kelima, 
Penerbit Erlangga, 1999.  

2. Thomas, ”Calculus with Analityc 
Geometric" 

3. Frank Ayres, JR.,Ph.D.  
“Kalkulus”, Seri Buku Schaum 
Teori dan Soal-soal, Edisi Kedua, 
Penerbit Erlangga. 

Mahasiswa dapat memahami dan 
mengerti tentang variabel dan 
fungsi dalam memecahkan 
persoalan matematika. 

 

 

Widya Gama Lumajang
Institut Teknologi dan bisnis
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4. Yusuf Yahya, D. Suryadi H.S, dan  
Agus S, “Matematika Dasar untuk 
Perguruan Tinggi”, Penerbit 
Ghalia Indonesia. 

5. N. Soemartojo, Dra, Prof, 
“Kalkulus”, Edisi Ketiga, Penerbit 
Erlangga, 1993. 

6. Robert Wrede, Ph.D, Murray R. 
spiegel, Ph.D, “Teori dan soal-
soal Kalkulus Lanjutan”,  
Schaum’s Outline, Edisi kedua, 
Penerbit Erlangga. 
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 Dalam matematika aljabar akan ditemukan simbol-simbol yang berhimpitan 

dengan angka, sehingga membentuk sebuah susunan/sistem yang dikenal dengan 

fungsi matematika. Variabel dan fungsi merupakan kata kunci untuk menyelesaikan 

atau mengembangkan sistem tersebut. Pemahaman tentang variabel dan fungsi 

sangat dibutuhkan yang akan mendukung dalam memecahkan dan membuat fungsi-

fungsi matematika.  

 

3.1.  Fungsi dari Sebuah Variabel 

Fungsi merupakan suatu bentuk  hubungan matematis yang menyatakan 

hubungan ketergantungan (hubungan fungsional) antara satu variabel dengan 

variabel lain. 

Unsur-unsur pembentuk suatu fungsi adalah :  

- variabel,  

- koefisien dan  

- konstanta 

a)   Variabel 

Variabel merupakan unsur pembentuk fungsi yang mencerminkan atau  mewakili 

faktor tertentu. Berdasarkan kedudukan/sifatnya variabel dibedakan atas : 

- variabel bebas, yaitu variabel  yang nilainya tidak tergantung pada variabel lain. 

- variabel terikat (tetap), yaitu  variabel yang nilainya tergantung pada variabel 

lain 

b)  Koefisien dan Konstanta 

Koefisien adalah bilangan/angka yang terkait pada dan terletak  didepan suatu 

variabel dalam sebuah fungsi. 

Konstanta adalah: bilangan atau angka yang (kadang-kadang) turut 

membentuk sebuah fungsi tetapi berdiri sendiri sebagai bilangan dan tidak terkait 

pada suatu variabel tertentu. 

Sebuah variabel y disebut fungsi dari variabel x jika terdapat suatu hubungan, 

sehingga untuk setiap harga x dalam daerahnya dapat ditentukan suatu nilai y, x 

disebut variabel bebas, sedang y disebut variabel tidak bebas karena nilainya 

ditentukan pilihan nilai x. 
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Simbol f(x) dibaca ”f fungsi x” atau ”fungsi dari x” digunakan untuk menyatakan 

fungsi dari x. Jika dalam soal yang sama dijumpai fungsi lain dari x, maka digunakan 

notasi lain sebagai berikut :  g(x), h(x), F(x), G(x), ........ 

Dalam mempelajari fungsi y = f (x) perlu diketahui daerah dari variabel bebas x, juga 

disebut ”domain” yang menentukan dari fungsi. 

a.   Fungsi f (x) dikatakan tertentu dalam suatu interval jika dapat ditentukan untuk 

setiap nilai x dari inteval tersebut. 

b.  Jika f(x) adalah fungsi dari x dan a dalam domain yang menentukan, maka f (a)  

diartikan sebuah bilangan yang diperoleh dari f (x) dengan menggantikan x oleh a. 

Contoh : 

Jika f(x) = 243  xx , maka : 

 124124(1)(1)f(1) 3    

 228822)4(2)(2)f( 3   

 24aa24(a)(a)f(a) 33   

 

3.2.  Fungsi Aljabar  dan Grafik dari Suatu Fungsi 

Fungsi Aljabar terdiri dari :  

- Fungsi Linier 

- Fungsi Kuadrat 

- Fungsi pangkat banyak  

- Fungsi pecah 

Grafik dari suatu fungsi 

Bilamana daerah asal dan daerah hasil sebuah fungsi merupakan bilangan riil, 

dapat dibayangkan fungsi itu dengan menggambarkan grafiknya pada suatu bidang 

koordinat.  Dan grafik fungsi f adalah grafik dari persamaan y = f(x). 

 

3.2.1.  Fungsi Linier (Fungsi Garis Lurus) 

Fungsi Linier (fungsi garis lurus) adalah suatu fungsi dimana variabel bebasnya 

paling tinggi berpangkat satu. 

Bentuk umum fungsi linier adalah : 

    y = f(x) = ax + b     a & b   :  konstanta 
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                 x   :  variabel bebas 

                         y   :  variabel tidak bebas/yang dipengaruhi 

Contoh Fungsi Linier   

1)   Gambarkan grafik dari fungsi berikkut : y = 3x + 2 

 Penyelesaian : 

   Dengan menggunakan tabel x dan y : 

     X      -2     -1       0       1       2 

     Y     -4     -1       2       5       8 

 

   Dengan menggambarkan grafik fungsi  

 titik potong dgn sumbu y : 

       pada x = 0, maka y = 2  titiknya adalah A (0,2) 

          titik potong fungsi dgn sumbu x : 

            Pada  y = 0, maka x = -2/3  titiknya adalah B (-2/3 ; 0) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.1. Grafik fungsi Linier 

 

3.2.2.  Fungsi Kuadrat  

Fungsi kuadrat merupakan Suatu fungsi non-linier (garis tidak lurus) yang 

variabel bebasnya berpangkat dua. 

Grafik dari fungsi kuadrat apabila digambarkan merupakan garis tidak lurus yang 

berbentuk parabola. 

x

y

1 2 3-1-2
-1

-2

-3

-4

1

2

3

4

5

6

7

8
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Bentuk umum fungsi kuadrat : 

1)    y = f(x)    y = ax2 + bx + c 

       dimana :  a, b, c :  a dan b adalah koefisien dan c adalah Konstanta 

           x         : variabel bebas 

           y         : variabel tdk bebas 

2)    x = f(y)     x = ay2 + by + c 

       dimana :  a, b, c  :  a dan b adalah koefisien dan c adalah Konstanta 

           y          :  variabel bebas 

           x          :  variabel tdk bebas 

Ciri-ciri matematis dari fungsi kuadrat, bila y = f(x) = ax2 + bx + c, adalah : 

a)   Titik potong fungsi dgn sumbu y  adalah pada x = 0, maka y = c. 

      Titiknya adalah a (0,c) 

b)   Titik potong fungsi dengan sumbu x adalah pada y = 0,  jadi   ax2 + bx + c = 0.    

      Ada 3 kemungkinan yang terjadi, yaitu : 

      i)   Bila deskriminan (D)  b2 – 4ac > 0 , maka terdapat 2 buah  titik potong : 

  

                                                      dan  

 

      ii)  Bila D = 0 (b2 – 4ac = 0), maka hanya terdapat satu buah titik potong fungsi 

kuadrat dengan sumbu x. 

     iii)  Bila D < 0, maka tidak terdapat titik potong fungsi kuadrat dengan sumbu x. 

c)   Titik puncak, yaitu titik dimana arah dari grafik fungsi kuadrat (parabola) kembali 

ke arah semula. 

         Titik puncak : 

 

d)   sumbu simetri adalah sumbu yang membagi/membelah dua grafik fungsi kuadrat 

menjadi dua bagian yang sama. 

          Persamaan sumbu simetri  :  

 

Contoh soal : 

1)   Buatlah sketsa grafik dari  :    y = x2 – 5x + 6 

Penyelesaian : 

2a
4acb

1

2

2a

b
x 




2a
4acb

2

2

2a

b
x 











 








4a

4ac)(b
y;

4a

D

2a

b
xP

2

2a

b
x



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Gunakan daerah asal mula (domain natural), buat sebuah tabel nilai, rajah titik-

titik yang berpadanan, hubungkan titik-titik  ini dengan sebuah kurva mulus. 

           Titik potong fungsi dengan sumbu y adalah  pada x = 0, y = 6 

            titiknya : A (0,6) 

           Titik potong fungsi dengan sumbu x pd y = 0, dimana :         

              D = b2 – 4ac = 25 – 4(6) = 1  > 1. Maka terdapat 2 titik potong : 

 

                a)                                                  titiknya B1 (3,0)    

 

             b)                                                   titiknya B2 (2,0) 

 

 Titik puncak : 

 

1 20-1

1

2

3

4

5

6

7

-1

3 4
x

y

Y = x2 - 5x + 6

 

Gambar 3.2. Grafik fungsi kuadrat : y = x2 – 5x + 6 

 

2)    Diketahui fungsi  y = f(x) = -x2 + 6x – 9, gambarkan grafik fungsi tersebut. 

 

3.3.   Operasi pada Fungsi 

Fungsi bukanlah bilangan, tetapi seperti halnya dua bilangan a dan b dapat 

ditambahkan untuk menghasilkan sebuah bilangan baru a + b, demikian juga dua 

fungsi f dan g dapat ditambahkan untuk menghasilkan sebuah fungsi baru f + g. 

 

3
2

4(6)255
x1 




2
2

4(6)255
x2 















 1/4

4

4(6)(25
y;

2

5
xP
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Tabel 3.1 Tabel operasi fungsi  

Operasi pada fungsi Rumus 

Penjumlahan (f + g)(x) = f(x) + g(x) 

Selisih (f – g)(x) = f(x) – g(x) 

Hasil Kali (f . g)(x) = f(x) . g(x) 

Hasil Bagi 

g(x)

f(x)
(x)

g

f









 

 

Contoh-contoh soal : 

1)   Jika f(x) = 2x + 3 dan g(x) = x2 – 4x + 4, tentukan hasil operasi berikut : 

 a)  (f + g)(x) 

 b) (f – g)(x) 

 c) (fg)(x) 

 d) (x)
g

f








 

      Penyelesaian : 

 a)  (f + g)(x) = f(x) + g(x) 

                     = (2x + 3) + (x2 – 4x + 4) 

            = x2 – 2x + 7 

 b)  (f – g)(x) = f(x) – g(x) 

           = (2x + 3) - (x2 – 4x + 4) 

           = -x2 + 6x -1 

 c)  (fg)(x) = f(x).g(x) 

       =  (2x + 3) + (x2 – 4x + 4) 

       = 2x3- 8x2 + 8x + 3x2 – 12x + 12 

       = 2x3 – 5x2 – 4x + 12  

 d)  
g(x)

f(x)
(x)

g

f









 

                
44xx

32x
2 


  

2)   Diketahui g(x) = e2x + 3x2  dan g(x) = 4e2x – 2x2 + 8, tentukan hasil operasi 

berikut : 
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 a)  (f + g)(x)   c) (fg)(x) 

 b)  (f – g)(x)    d) (x)
g

f








 

 Penyelesaian : 

 a)  (f + g)(x) = f(x) + g(x) 

                     = (e2x + 3x2) + (4e2x – 2x2 + 8) 

             = (1 + 4)e2x + (3 – 2)x2 + 8 

             = 5e2x + x2 + 8 

 b)  (f – g)(x) = f(x) – g(x) 

           = (e2x + 3x2) - (4e2x – 2x2 + 8) 

           = (1 - 4)e2x + (3 + 2)x2 - 8 

           = -3e2x + 5x2 - 8 

 c)  (fg)(x) = f(x).g(x) 

       = (e2x + 3x2) . (4e2x – 2x2 + 8) 

       = 4e4x – 2x2e2x + 8e2x + 12x2e2x – 6x4 + 24x2 

       = 4e4x + 8e2x + 10x2e2x - 6x4 + 24x2  

 d)  
g(x)

f(x)
(x)

g

f








  

               
82x4e

3xe
22x

22x




  

3)    Jika f(x) = 2x2 – x, maka tentukanlah f(x + 2) 

       Penyelesaian : 

 2)(x2)2(x1)f(x 2   

                   

67x22x

2x88x22x

2)(x44x2x2










 

 

4)    Diketahui f(x) = ex, maka tentukanlah : 
)1(

)2(





xf

xf
 

       Penyelesaian : 

 
1)(x

2)(x

e

e

1)f(x

2)f(x








 

                     
31)(x2)(x ee  
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5)    Jika 
12

3
)(

2 




x

x
xf , maka tentukanlah f(0), f(3a) dan f(1/x) 

       Penyelesaian : 

 3
10

30
)0( 




f  

 
118

33

1)3(2

33
)3(

22 









a

a

a

a
af  

 2

2

2

2

2 2

3

2
.

31

1)/1(2

3/1
)/1(

x

xx

x

x

x

x

x

x
xf














  

 

3.4.  Fungsi Trigonometri 

Trigonometri merupakan bagian dari matematika yang mempelajari relasi 

antara sudut dan sisi-sisi pada suatu segitiga dan juga fungsi-fungsi dasar dari relasi-

relasi tersebut. 

Sifat-sifat dasar Sinus dan Kosinus 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Andaikan t menentukan titik P(x,y) seperti ditunjukkan diatas. Maka  

 sin t = y       dan  cos t = x 

x dan y bervariasi antara -1 dan 1, sehingga : 

 1sin t    1cos t  

Karena t dan t + 2 menentukan titik P(x , y) yang sama, 

 tt sin)2sin(     tt cos)2cos(    

 sin (-x) = - sin x                 cos(-x) = cos x  

 
Gambar 3.3. Lingkaran Satuan 
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tt cos
2

sin 










                         tt sin

2
cos 











 

Kesamaan penting yang menghubungkan fungsi-fungsi sinus dan kosinus : 

 1cossin 22  tt   
t

t
t

sin

cos
cot   

 
t

t
t

cos

sin
tan     

t
t

cos

1
sec   

          
t

t
sin

1
csc   

  
Grafik Sinus dan Kosinus 

Untuk menggambarkan grafik  y = sin t  dan  y = cos t  dalam mode radian dapat 

diberikan sebagai berikut : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Empat hal tentang grafik pada gambar 2.4 : 

1.  Sin t  dan cos t  keduanya berkisar dari -1 sampai 1 

2. Kedua grafik berulang dengan sendirinya pada selang yang berdampingan  

sepanjang   2. 

3.  Grafik y = sin t simetri terhadap titik asal dan y = cos t terhadap sumbu y. 

4.  Grafik y = sin t sama seperti y = cos t, tetapi digeser /2 satuan ke kanan. 

 

3.5. Rangkuman   

Fungsi dalam matematika adalah suatu relasi yang menghubungkan setiap 

anggota x dalam suatu himpunan yang disebut daerah asal (domain) dengan suatu 

y = sin t
y = cos t

 x

y





 
 

Gambar 3.4. Grafik Sinus dan Kosinus 
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nilai tunggal f(x) dari suatu himpunan kedua yang disebut daerah kawan (codomain). 

Himpunan nilai yang diperoleh dari relasi tersebut disebut daerah hasil (range). 

 

3.6.  Latihan  

1)   Diketahui : f(x) = sin (x) + 2 cos (2x), maka tentukanlah f()  

      Penyelesaian : 

f() = sin () + 2 cos (2.) 

                = sin (1800) + 2 cos (3600) 

                = 0 + 2 = 2 

2)    Jika fungsi f(x) = (cosec x + sec x)(sin x. cos x), tentukan persamaan dari fungsi 

tersebut. 

      Penyelesaian : 

 )cos.)(sinsec(cos)( xxxxecxf   

                 

 

 

 

xx

xx
xx

xx

xx
xx

x

xx

x

xx
xx

cossin

cos.sin
cos.sin

cossin

cos.sin
cos.sin

sin

cos.sin

cos

cos.sin
cos

1

sin

1










 






















 

3).   Periksa kebenaran kesamaan-kesamaan berikut  : tt 22 sectan1   dan               

       tt 22 csccot1   
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PERTEMUAN 4 
LIMIT DAN KONTINUITAS : 

TEOREMA LIMIT DAN LIMIT FUNGSI   
 
 

Capaian 
Pembelajaran 

: Mahasiswa memahami pengertian 
dan prinsip dasar limit serta cara 
menyelesaikan limit fungsi 

Sub Pokok 
Bahasan 

: 4.1. Definisi Limit  

4.2. Teorema limit 

4.3. Limit kiri dan limit kanan 

4.4. Limit Fungsi Khusus 

Daftar Pustaka : 1. Edwin J. Purcell and Dale 
Varberg, “Kalkulus dan Geometri 
Analitis”, Jilid I, Edisi Kelima, 
Penerbit Erlangga, 1999.  

2. Thomas, ”Calculus with Analityc 
Geometric" 

3. Frank Ayres, JR.,Ph.D.  
“Kalkulus”, Seri Buku Schaum 
Teori dan Soal-soal, Edisi Kedua, 
Penerbit Erlangga. 

4. Yusuf Yahya, D. Suryadi H.S, 
dan  Agus S, “Matematika Dasar 

 

 

Widya Gama Lumajang
Institut Teknologi dan bisnis
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untuk Perguruan Tinggi”, 
Penerbit Ghalia Indonesia. 

5. N. Soemartojo, Dra, Prof, 
“Kalkulus”, Edisi Ketiga, Penerbit 
Erlangga, 1993. 

6. Robert Wrede, Ph.D, Murray R. 
spiegel, Ph.D, “Teori dan soal-
soal Kalkulus Lanjutan”,  
Schaum’s Outline, Edisi kedua, 
Penerbit Erlangga. 
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Di dalam matematika, konsep limit digunakan untuk menjelaskan sifat dari suatu 

fungsi, saat argumen mendekati ke suatu titik, atau tak hingga; atau sifat dari suatu 

barisan saat indeks mendekati tak hingga. Limit digunakan dalam kalkulus (dan 

cabang lainnya dari analisis matematika) untuk mencari turunan dan kekontinyuan. 

 

4.1. Definisi Limit 

Definisi Intuitif 

Misalkan y=f(x) suatu fungsi, a dan L bilangan riil  sedemikian sehingga : 

• Bila x dekat a tetapi tidak sama dengan a (xa), f(x) dekat ke L 

• Bila x mendekati a tetapi xa, maka f(x) mendekati L 

• Misalkan f(x) dapat kita buat sedekat mungkin ke L dengan membuat x cukup 

dekat a tetapi tidak sama dengan a 

• Maka dapat dikatakan bhw limit f(x) bila x mendekati a adalah L,  Lxf
ax




)(lim  

Misalkan : 
5

4

6xx

4x
lim

2

2

2x







 

Tabel limit fungsi 
6xx

4x
2

2




 ditunjukkan pada tabel 4.1.  

Tabel 4.1. Tabel limit fungsi f(x) 

x 
5

4

6xx

4x
f(x)

2

2





  

1 0,75 

1,5 0,7778 

1,9 0,7959 

1,999 0,79996 

  

2 0,8 

3 0,83333 

2,5 0,81818 

2,1 0,80392 

2,001 0,80004 

2 0,8 
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4.2.  Teorema Limit 

Andaikan n bilangan bulat positif, k konstanta, dan f dan g adalah fungsi-fungsi 

yang mempunyai limit di c. Maka : 

1.   kk
Cx




lim  

2.   cx
cx




lim  

3.   )(lim)(lim xfkxkf
cx

cx




       

4.     )()(lim xgxf
cx




 = )(lim)(lim xgxf
cxcx 

   

5.      )(lim)(lim)()(lim xgxfxgxf
cxcxcx 

  

6.      )(lim).(lim)().(lim xgxfxgxf
cxcxcx 

       

7.    
)(lim

)(lim

)(

)(
lim

xg

xf

xg

xf

cx

cx

cx






  ,   asalkan 0)(lim 


xg

cx
 

8.        n

cx

n

cx
xfxf )(lim)(lim


   

9.    nn

cx
xfxf )(lim)(lim 


  asalkan  0)(lim 


xf

cx
 bilamana n genap 

Contoh soal dan penyelesaiannya : 

1)    Tentukan :  2)(3xlim
2x




 

        Penyelesaian : 

        2limxlim32)(3xlim
2x2x2x 

  

                           423.2   

2) Tentukan :  )22(lim 2

3



xx

x
 

Penyelesaian : 

 2limlim2lim)22(lim
33

2

3

2

3 


xxxx
xxxx  

                          132692)3(2)3( 2   

3) Tentukan :  
2

2
)3(lim 


x

x
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Penyelesaian : 

)96(lim)3(lim 2

2

2

2



xxx

xx
 

                  19)2(622   

4) Tentukan : 
79

23
lim

2 



 x

x

x
 

Penyelesaian :  

         
7limlim9

2limlim3

)79(lim

)23(lim

79

23
lim

22

22

2

2

2









 













xx

xx

x

x

x x

x

x

x

x

x
 

                
25

4

718

26

7)2(9

2)2(3










  

5) Tentukan :  
2

4
9lim x

x



 

Penyelesaian : 

)9(lim9lim 2

4

2

4
xx

xx



 

                   525)49( 2   

6) Tentukan : 
3 2

1
)4(lim 


x

x
 

Penyelesaian : 

3 2

1

3 2

1
168lim)4(lim 


xxx

xx
 

                    3
2

1
)168(lim 


xx

x
 

                    3 2 16)1(81   3 9  

7) Tentukan :  
h

xhx

h

22

0

)(
lim




 

Penyelesaian :         

h

xhhxx

h

xhx

hh

)2(
lim

)(
lim

222

0

22

0







 

                          xhx
h

hhx

hh
2)2(lim

2
lim

0

2

0






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8) Tentukan : )2)(32(lim
1




xx
x

 

Penyelesaian : 

 )2(lim).32(lim)2)(32(lim
111




xxxx
xxx

 

                          5)1.(5)21).(31.2(              

9) Tentukan :  
n

xnx

n

33

0

)(
lim




 

Penyelesaian : 

 
n

xnxnnxx

n

xnx

nn

33223

0

33

0

33
lim

)(
lim







 

                          
n

nxnnx

n

322

0

33
lim





 

                            

 

23

)0()0(33

33lim

x

xx

nxnx
n








 

10) Tentukan : 110lim 2

2



nn

n
 

Penyelesaian : 

 1)2(102110lim 22

2



nn

n
 

                           525   

11) Tentukan : 
23

352
lim

2

2

1 



 xx

xx

x
 

Penyelesaian : 

 
23

)3)(12(
lim

23

352
lim

212

2

1 








 xx

xx

xx

xx

xx
 

                                  23lim

)3(lim).12(lim

2

1

11










xx

xx

x

xx
  2

2

4.1
  

12) Tentukan : 
3 2

3
93lim 


xx

x
 

Penyelesaian : 

2 2

0

2 2
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  3
2

3

3 2

3
93lim93lim 


xxxx

xx
 

                           
327

9)3(33

3

3 2




                              

13)   Tentukan : 
4

2
lim

4 



 t

t

x
 

 Penyelesaian : 

   22

2
lim

4

2
lim

44 








 tt

t

t

t

xx
 

                         
 

4

1

24

1

2

1
lim

4









 tx

 

 

4.3.  Limit Kiri dan Limit Kanan 

Dalam definisi limit tidak ada batasan mengenai bagaimana x harus mendekati 

xo. Kadang-kadang lebih mudah untuk membatasi pendekatan ini. Dengan meninjau 

x dan xo sebagai titik-titik pada sumbu real dimana xo adalah tetap dan x bergerak, 

maka x dapat mendekati xo dari kanan atau dari kiri. Untuk mengindikasikan 

pendekatan ini berturut-turut dengan menuliskan : 

Jika x mendekati xo dari kiri, maka x  xo
 - 

Jika x mendekati xo dari kanan, maka x  xo
 +  

Secara limit kedua pernyataan diatas ini ditulis sebagai berikut : 

        )(lim af
ax 

 ada, berarti fungsi memiliki limit kiri 

        )(lim af
ax 

 ada, berarti fungsi memiliki limit kanan 

         )(lim af
ax

 ada, mengandung arti bahwa keduanya limit kiri dan kanan ada dan 

sama. 

Contoh soal dan penyelesainnya : 

Selidiki : x
x

/1
0 23

1
lim


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 Untuk 
 0x , maka 

x

1
-  

 Dan 
x/12 0. 

Maka : 
3

1

03

1

23

1
lim

/1
0







x
x

 

 Untuk 
 0x , maka

x

1
+ 

 Dan limit kanan, sehingga 
x

x
/1

0 23

1
lim



 tidak ada.
x/12  . 

 Maka : 0
1

23

1
lim

/1
0







x
x

 

 Limit kiri  

 

4.4.  Limit Fungsi Khusus 

Misalkan f(x) dapat didefinisikan dan bernilai tunggal untuk semua nilai x di sekitar   

x = xo dengan pengecualian untuk x = xo itu sendiri. 

Dibawah ini diberikan beberapa limit fungsi yang istimewa, yaitu : 

(a)  1
sin

lim
0


 x

x

x

                                               (b)  1
sin

lim
0


 x

x

x

 

       untuk x kecil maka sin x  x 

(c)  1lim
0


 x

xtg

x
                                              (d)   1

tan
lim

0


 x

x

x

 

       Dapat dibuktikan berdasarkan (a),  

       sebagai berikut : 

       
)(cos

sin
lim

tan
lim

00 xx

x

x

x

xx 
  

                     11.1
(cosx)

1
lim.

x

sinx
lim

0x0x



 

e)  e
x

x

x













1
1lim  

f)     ex
x

x




/1

0
1lim  

      Bukti : 
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      Misalkan 
y

x
1

 , berarti x  0 maka y   sehingga 

      e
y

x y

y

x

x



)

1
1(lim)1(lim /1

0
 

g)   1
)1ln(

lim
0




 x

x

x
 

      Bukti : 

      
x

xx
x

x

x /1

00
)1ln(lim

)1ln(
lim 




 

                  1ln)1(limln /1

0



ex x

x
 

h)  1
1

lim
0




 x

e x

x
 

      Bukti : 

      Misalkan ln (1 + x) = y, maka (1 + x) = ey   

      x = ey – 1, sehingga y  0 jika x  0. Maka dari (g) : 

     
y

e

e

y

x

x y

yyyx

1
lim

1
lim

)1ln(
lim1

000











 atau dengan mengganti huruf y dengan 

x  diperoleh  1
1

lim
0




 x

e x

x
 

 

Contoh soal dan penyelesaiannya : 

1)  Hitung :  
x

x

x 4tan

2tan
lim

0
 

 Penyelesaian : 

 
2

1
.

4tan

4

2

2tan
lim

4tan

2tan
lim

00


















 x

x

x

x

x

x

xx
 

                    

x

xx

x

x

x

4

4tan
lim

1
.

2

2tan
lim

2

1

04

02




  

 
2

1
1.1.

2

1
  
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2)  Hitung : 
x

x

x 10

5sin
lim

0
 

 Penyelesaian : 

 
2

1
.

5

5sin
lim

10

5sin
lim

00 x

x

x

x

xx 
  

               
2

1

2

1
.1   

3)  Selesaikan : 
x

xx

x 4

2cos2sin
lim

0
 

 Penyelesaian : 

 
x

xxx

x

xx

xx 4

2coscossin2
lim

4

2cos2sin
lim

00 
  

                         

2

1
)0.2cos().0cos(.1.

4

2

2cos.cos.
sin

4

2
lim

0






xx
x

x

x

 

4)  Hitung :  

x

x x












2
1lim  

 Penyelesaian : 

 Misalkan x = 2y, maka y  bila x , sehingga 

         

y

x

x

x yx

2

2

2
1lim

2
1lim 




















 

                          
2

2

1
1lim e

y

y

y



























 

5) Selesaikan :  20

cos1
lim

x

x

x




 

 Penyelesaian : 

 2

2

020

)2/(sin2
lim

cos1
lim

x

x

x

x

xx 



 

                       
2/

)2/sin(

2

1

2/

)2/(sin2
lim

0 x

x

x

x

x
  
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2

1

2

1
.1.

2

1
.1.2

2

1

2/

)2/sin(

2

1

2/

)2/(sin2
lim

0




 x

x

x

x

x

 

6)  Selesaikan : 
x

xx

x 3sin2

2sin24sin
lim

0




 

 Penyelesaian : 

 
x

x

x

x

x

xx

xx 3sin2

2sin

3sin2

4sin
lim

3sin2

2sin4sin
lim

00





 

                            

6

2

3

2
.1.1.

2

1

3

4
.1.1.

2

1

3

2
.

3sin

3

2

2sin
lim

2

1

3

4
.

3sin

3

4

4sin
lim

2

1

00




















 x

x

x

x

x

x

x

x

xx

 

7)  Selesaikan :   )3ln()96ln(lim 2

0



xxx

x
 

 Penyelesaian : 

  



















 3

96
lnlim)3ln()96ln(lim

2

0

2

0 x

xx
xxx

xx
 

                                                 
  














 3

)3)(3(
lnlim

0 x

xx

x
 

                                                   )3ln()3(limln
0




x
x

 

8)    Hitung : 

15

2

2
2

7

5
lim



 
















x

x x

x
 

   Penyelesaian : 

   

15

2

2
15

2

2
22

7

27
lim

7

5
lim







 


































x

x

x

x x

x

x

x
 

                           

 15
7

2

2

7

2

2

2

2

7

2
1lim















































x
x

x

x x
 

                           

10

10

7

10
lim

1

2

22

e
e

e x

x

x









 


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9) Hitung :  ax
ax

ax





sinsinlim  

Penyelesaian : 

ax

axax

axax
ax

ax 









)(sin).(cos2sinsin 2
1

2
1

limlim  

                  )(

)(sin

2
1 2

1

).(cos2lim
ax

ax

ax
ax






  

                       acos).aa(cos2
2
1

2
1   

Jika menentukan limit dengan hanya menggunakan tabel serta grafik 

memerlukan waktu dan nilai pendekatannya kurang tepat. Maka untuk itu diberikan 

beberapa macam metode untuk menentukan limit. 

 

4.5. Rangkuman  

Limit dapat digunakan untuk menjelaskan pengaruh variabel fungsi yang 

bergerak mendekati suatu titik terhadap fungsi tersebut. Limit hanya merupakan nilai 

pendekatan, bukan nilai sebenarnya.  

 

4.6.  Latihan  

Selesaikanlah soal-soal limit dibawah ini :  

                    

                                                              

                 

                  

                                         

 

  

4x)(xlima) 2

2x




1/3
2

2y 4y

8y2y
limg) 















23x

1x
limb)

21x 



 1)}ln(x5)4x{ln(xlimh) 2

x




sin(3x)

2sinxsin(2x)
limc)

0x





13n

n 5n

10n
limi)

















2

2

0x x

(x/4)sin
limd)


15n

n 3n

1
1limj)
















cosx1

2x
lime)

0x  1)tan(x

1)5sin(x
limk)

0x 





15n

n 3n

1
1limf)















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PERTEMUAN 5 

LIMIT DAN KONTINUITAS : 
KONTINUITAS DAN ATURAN 

L’HOPITAL 
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: Mahasiswa memahami pengertian 
dan prinsip dasar Limit dan 
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: 5.1. Metode Penyelesaian Limit  
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5.3. Aturan L’Hopital 
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5.1.   Metode Penyelesain Limit  

Ada beberapa bentuk limit jika diselesaikan dengan suatu metode akan 

menghasilkan nilai 
0

0 . Banyak yang menganggap bahwa ini adalah hasil akhir nilainya, 

padahal pada beberapa kasus, bentuk 
0

0  bukan merupakan nilai limit. Diperlukan 

metode yang tepat untuk menentukan nilai limit fungsi di suatu titik. 

 

5.1.1. Menentukan Limit Dengan Memfaktorkan  

Umumnya metode ini digunakan Untuk menyelesaikan limit aljabar pada fungsi 

pecahan, jika dengan metode subsitusi nilai limit tak terdefinisi. 

Langkah-langkah yang digunakan adalah menyederhanakan bentuk pecahan tersebut 

dengan menentukan faktor persekutuan antara pembilang dan penyebut. 

Contoh soal dan penyelesaiannya : 

Selesaikanlah soal-soal limit berikut ini :  

1) Hitung :  
1

12

1
lim





 x

x

x

 

       Penyelesaian : 

      
1

1
lim

2

1 



 x

x

x
 = 

)1(

)1)(1(
lim

1 



 x

xx

x
   

                       = 2)1(lim
1




x
x

 

2) Selesaikan : 
34xx

65xx
lim

2

2

2x 




 

Penyelesaian : 

       
3)1)(x(x

3)2)(x(x
lim

34xx

65xx
lim

2x2

2

2x 









 

                                
3

4

1)(x

2)(x
lim

2x








 

3)  Hitung : 
2)(x

6x2x
lim

2

2x 




 

        Penyelesaian : 
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2)(x

2)3)(x(2x
lim

2)(x

6x2x
lim

2x

2

2x 









 

                               
732(2)

3)(2xlim
2x




  

4) Selesaikanlah soal limit berikut :   
12yy

3)2y1)(y(y
lim

2

2

1y 




 

        Penyelesaian : 

1)1)(y(y

1)3)(y1)(y(y
lim

12yy

3)2y1)(y(y
lim

1y2

2

1y 









 

                                        
431

3)(ylim
1y




  

5)  Selesaikan : 
400)30x(x

10)(x
lim

2
10x 




 

        Penyelesaian : 

            
  40)(x10x

10)(x
lim

400)30x(x

10)(x
lim

10x2
10x 









 

                                         

50

1

4010

1

40)(x

1
lim

10x











 

6) Selesaikan : 
2x

611x6xx
lim

23

2x 




 

Penyelesaian : 

 2x

1)2)(x3)(x(x
lim

2x

611x6xx
lim

2x

23

2x 









 

                                          1)3)(x(xlim
2x




 

                                          
1

1)23)(2(




 

 

5.1.2.   Menentukan Limit Dengan Merasionalkan Bentuk Akar  

Agar pecahan dapat disederhanakan pembilang dan penyebut dikalikan dengan 

akar sekawannya. 
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Contoh soal dan penyelesaiannya : 

1) Selesaikan :  
2

143
lim

2 



 x

x

x
  

Penyelesaian : 

        
)14x2)(3(x

4x8
lim

2x

14x3
lim

2x2x 









 

              
)14x2)(3(x

2)4(x
lim

2x 





 

                               
3

2

14x3

4
lim

2x








 

2)  Selesaikan :  
4x

4x
lim

4x 




 

Penyelesaian : 

4x

4x

4x

4x
lim

4x

4x
lim

4x4x 













x  

                        
  4x4x

4)(x
lim

4x 





 

                        
 

4

1

44

1

4x

1
lim

4x











 

3) Hitung :  
x93

5x2x
lim

2

0x 




 

Penyelesaian : 

x93

x93
.

x93

5x2x
lim

x93

5x2x
lim

2

0x

2

0x 













 

                           
x

x)95)(3x(2x
lim

0x 





 

                            x95)(3(2xlim
0x




 

                            
30

)95)(3(




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4) Hitung : 
2

2

1x x1

1x3x
lim






 

Penyelesaian : 

1)(x3x

1)(x3x
.

x1

1x3x
lim

x1

1x3x
lim

2

2

2

2

1x2

2

1x 













 

                               
   1x3xx)(1x1

x)2(1
lim

21x 





 

                                1x3xx)(1

2
lim

21x 


 4

1
  

5)  Selesaikan : 2

33 2

1x 1)(x

1x2x
lim






 

Penyelesaian : 

 
  233 23

2
3

1x2

33 2

1x
1xx1x

1x
lim

1)(x

1x2x
lim











 

                                    
  9

1

111

1
2



  

 

6) Selesaikan : 
 

92x3

2xsin
lim

0x 
 

Penyelesaian : 

92x3

92x3
.

92x3

2sinxcosx
lim

92x3

sin2x
lim

0x0x 






 
 

                                 
 

1

92x3cosx
.

x

sinx
lim

0x 





  

                                 
 

1

92(0)3cos(0)
1.




  

                
 

6
1

331
1. 




  
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5.1.3. Menentukan Limit dengan Membagi Pembilang dan Penyebut dengan 

Variabel Pangkat Tertinggi. 

Metode ini digunakan untuk jenis fungsi pecahan dengan x  mendekati tak 

hingga (x  ), dilakukan dengan membagi pembilang dan penyebut dengan variabel 

pangkat tertinggi.  

Dimana :  0
x

1
lim
x




 

Contoh soal dan penyelesaiannya : 

1) Hitung : 32

23

x 2x6x3

74xx
lim






  

Penyelesaian : 

32

23

x 2x6x3

74xx
lim






 = 






















3

3

3

2

3

33

2

3

3

x

x
2x

x
6x

x
3

x
7

x
4x

x
x

lim     

                                   



















 2
x

6
x

3
x

7
x

41
lim

3

3

x
 = - ½  

2) Hitung :  
1x

2x
lim

2

3

x 
 

Penyelesaian : 

332

33

x2

3

x x1xx

x2x
lim

1x

2x
lim




 
 

                        

limit)ada(tak

x1x1

2
lim

3x






  

3) Hitung :  
5x6x

43x2x
lim

4

34

x 




 

Penyelesaian : 

     
     444

4

44

3

4

4

x4

34

x

x
5

x
x

x
6x

x
4

x
3x

x
2x

lim
5x6x

43x2x
lim











 

                                    

   
   

3

1

006

002

x
5

x
16

x
4

x
32

lim
43

4

x













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4) Hitung :  
18x

82xx4
lim

5

57

x 




 

Penyelesaian :  

     
   55

5

55

5

5

7/2

x5

57

x

x
1

x
8x

x
8

x
2x

x
x4

lim
18x

82xx4
lim











 

                                   
   

 5

53/2

x

x
18

x
82

x
4

lim






 

                                   
4

1

8

2

08

020





  

5) Selesaikanlah soal limit berikut : 
  

2x)2x)(2(4

2x410x8
lim
x 




 

       Penyelesaian : 

 
  

84x4x

3224x20x
lim

2x)2x)(2(4

2x410x8
lim

2

2

xx 









 

                                      
     
     222

2

222

2

x

x
8

x
4x

x
4x

x
32

x
24x

x
20x

lim







 

                                      
   
   2

2

x

x
8

x
44

x
32

x
2420

lim






 

                                      5
004

0020





  

6) Selesaikanlah :  
108x4x

106x
lim

2x 




 

       Penyelesaian : 

 
   

     222

2

22

x2x

x
10

x
8x

x
4x

x
10

x
6x

lim
108x4x

106x
lim











 

                           
   
   2

2

x

x
10

x
84

x
10

x
6

lim






 

         





4

0

004

00
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7)     Selesaikanlah :  












 64x4x

62x16x
lim

23

3

x
 

         Penyelesaian : 

     
     33

2

3

3

333

3

x23

3

x

x
6

x
4x

x
4x

x
6

x
2x

x
16x

lim
64x4x

62x16x
lim











 

                                   
   
   3

32

x

x
6

x
44

x
6

x
216

lim






 

                                   4
004

0016





  

8) Selesaikanlah : 















 1x

x

1x

2)x(x
lim

2

3

x
 

Penyelesaian : 





























 1)1)(x(x

1)(xx1)2)(xx(x
lim

1x

x

1x

2)x(x
lim

2

32

x2

3

x
 

                                         













 1xxx

2xxx
lim

23

23

x
 

                                         
     

       













333

2

3

3

33

2

3

3

x
1

x
x

x
x

x
x

x
2x

x
x

x
x

x
lim  

                                         
   

     













32

2

x
1

x
1

x
1

x
2

x
1

x 1

1
lim  

                                         1
0001

001





  

9) Selesaikanlah : 












 53y

4y5y
lim

2

y
 

 Penyelesaian : 

  
   
    





















22

22

2

y
5

y
3y

y
4y

y
5y

y

2

y
lim

53y

4y5y
lim  
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 

   
















2y

5
y

3

y
45

y
lim  

                            





0

5

00

05
 

 

5.2. Kontinuitas dan Diskontinuitas Fungsi 

Definisi :  

Fungsi f(x) dikatakan kontinu (sinambung) di x = xo jika dan hanya jika

)()(lim o
xx

xfxf
o




. 

Dari definisi terlihat ada 3 (tiga) syarat sebuah fungsi f(x) dikatakan kontinu di x = xo  

yaitu: 

(1)   f(xo) terdefinisi (ada). 

(2)  f(x)lim
oxx

 terdefinisi ada, 

(3)  f(x)lim
oxx

= f(xo) 

Apabila satu di antara ketiga syarat itu tidak dipenuhi, maka fungsi f(x) diskontinu (tak 

sinambung) di x = a. 

Perhatikan gambar berikut : 

 

  

 

 

 

 

 

   

  

 

 

 

Gambar 5.1. Fungsi kontinu dan diskontinu 

y 

f(a) 
f(x) 

x 
a 

f(x) kontinu di x = a,  

sebab  

 

1. 

y 

f(a) 

f(x) 

x 
a 

f(x) diskontinu di x = a, 

sebab  tidak ada 

2. 

f(x) diskontinu di x = a,  

sebab   f(a) 

y 

f(a) 
f(x) 

x 
a 

3. 
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Contoh  soal dan penyelesaiannya : 

1) Tunjukkan bahwa fungsi 3xxf(x) 2   kontinu di x = 1 

         Penyelesaian :  

a)   1311f(1) 2    f(1) terdefinisi 

b)     13113xxlim)x(flim 22

1x1x



  lim ( )

x
f x

1
 terdefinisi 

c)    f(1)f(x)lim
1x




   Jadi fungsi 3xxf(x) 2   kontinu di x =1. 

2)  Selidiki apakah fungsi 
3x

9x
f(x)

2




  kontinu di x = 3 

Penyelesaian :  

        
0

0

33

93
f(3)

2





  (tidak terdefinisi) 

        Karena f(3) tak terdefinisi, maka f(x) diskontinu di x = 3 

3)  Selidiki apakah fungsi 







 



2x  untuk4,

2x  untuk,
f(x) 2x

4x2

     kontinu di x = 2 

      Penyelesaian :  

a)  f(1) = 4   (terdefinisi) 

b)    31111xxlimlimlimf(x)lim 22

1x1x1x1x












 1

)1)(1(

1

1 23

x

xxx

x

x
 

           (terdefinisi) 

c)  f(1)f(x)lim
1x




, berarti f(x)   diskontinu di x = 1 

Misal : 

         f(x) = x2 + 1 kontinu di x = 2, karena : f(2)5f(x)lim
2x




 

Persyaratan ini mengandung arti bahwa fungsi hanya mungkin kontinu pada titik 

dalam daerah definisinya. 

Sebuah fungsi yang kontinu di setiap titik dalam suatu interval dikatakan kontinu 

dalam interval tersebut. 

Sebuah fungsi f(x) dikatakan diskontinu pada x = xo  jika satu atau lebih syarat 

untuk kontinuitas tidak berlaku dititik tersebut. 
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Contoh diskontinuitas : 

1)    
2x

1
f(x)


  adalah diskontinu pada x = 2, karena : 

 (i)  f(2) tidak terdefinisikan (mempunyai penyebut nol) 

 (ii)  )(lim
2

xf
x

 tidak ada (sama dengan ) 

        Fungsi ini kontinu dimana-mana kecuali pada x=2 dimana fungsi tersebut 

dikatakan mempunyai diskontinuitas yang berhingga. 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.3. Aturan L’Hopital 

Jika Af(x)lim
oxx




 dan Bg(x)lim
oxx




, dimana A dan B keduanya nol atau 

keduanya tak terhingga, maka 
g(x)

f(x)
lim

oxx
 seringkali tak tentu dalam bentuk berturut-

turut 0/0 atau /. Teorema berikut yang disebut L’Hopital mempermudah 

perhitungan limit-limit semacam ini. 

1.   Jika f(x) dan g(x) dapat didiferensiasi dalam interval (a, b) kecuali mungkin pada 

titik xo dalam interval ini, dan jika g’(x)  0 untuk x  xo, maka  

 
(x)g'

(x)f'
lim

g(x)

f(x)
lim

oo xxxx 
  

2. Jika 


f(x)lim
oxx

 dan 


g(x)lim
oxx

, maka persamaan 
(x)g'

(x)f'
lim

g(x)

f(x)
lim

oo xxxx 
  juga 

berlaku. 

Contoh soal dan penyelesaiannya : 

1)   Hitunglah : 
x

1e
lim

2x

0x




 

y

x
20
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       Penyelesaian : 

 
x

1e
lim

2x

0x




   memiliki ”bentuk  tak tentu” 0/0 

 2
1

2e
lim

x

1e
lim

2x

0x

2x

0x





 

2)   Hitunglah : 
53x4x

42x2x
lim

2

2

x 




 

      Penyelesaian : 

53x4x

42x2x
lim

2

2

x 




   memiliki ”bentuk tak tentu” / 

38x

24x
lim

53x4x

42x2x
lim

x2

2

x 









 

                            
2

1

8

4
lim
x




 

3) Hitunglah : 
103xx

4xx
lim

2

3

2x 




 

Penyelesaian : 













 103xx

4xx
lim

2

3

2x
    memiliki ”bentuk  tak tentu” 0/0 

      
32x

43x
lim

103xx

4xx
lim

2

2x2

3

2x 

















 

                                 
7

8

32(2)

43(2)2





  

 

Contoh-contoh soal yang diselesaikan : 

1)   Hitunglah : 

 a) 105.2xlim55xlim
2x2x




 

 b) 31841)4x(xlim 2

2x



 

 c) 
2)(xlim

2)(xlim

2x

2x
lim

3x

3x

3x 





















 

5

1
  
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 d) )25(lim25lim 2

4

2

4
xx

xx



 

                                 39   

2)   Hitunglah : 

 a)   
)4)(3(

4
lim

12

4
lim

424 








 xx

x

xx

x

xx
 

                                     
7

1

3

1
lim

4





 xx
 

 b)   
)3)(3(

)93)(3(
lim

9

27
lim

2

32

3

3 








 xx

xxx

x

x

xx
 

                                 
2

9

3

93
lim

2

3







 x

xx

x
 

 c)   











































 )53(

)53(

53

4
lim

53

4
lim

2

2

2

2

22

2

2 x

x

x

x

x

x

xx
 

                                      
2

22

2 4

)53)(4(
lim

x

xx

x 





 

             6)53(lim 2

2



x

x
 

 d)  212

2

1 )1(

)2)(1(
lim

)1(

2
lim










 x

xx

x

xx

xx
 

                                   ;
1

2
lim

4







 x

x

x
 tidak ada limit 

3)  Hitung soal-soal dibawah ini, mula-mula dengan membagi pembilang dan penyebut 

dengan pangkat tertinggi dari x  yang ada, kemudian gunakan 01lim 
 xx

. 

 a) 
x

x

x

x

xx /79

/23
lim

79

23
lim











 

                              
3

1

09

03





  

 b) 2

2

2

2

/1/36

/1/26
lim

436

126
lim

xx

xx

xx

xx

xx 









 

                                       1
006

006





  
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 c) 



  22

3

/5/1

4
lim

5

4
lim

xxx

x

xx
; tidak ada limit 

4)   Diketahui f(x) terdefinisi oleh : 

 

















0xjika1  

0xjika0  

0xjika1

f(x)  

    Selidikilah limit dari fungsi tersebut. 

    Penyelesaian  : 

 Syarat suatu limit dikatakan ada, jika limit mempunyai limit kiri dan limit kanan dan 

mempunyai harga sama. 

      Grafik dari f(x) diatas adalah : 

 

  

 

 

 

 

                                                 

 

        Limit kiri di x = 0 : 

 1)1(lim)(lim
00


  xx

xf  

        Limit kanan di x = 0 : 

 1)1(lim)(lim
00


  xx

xf  

        Limit kiri  limit kanan, maka dapat disimpulkan bahwa : 

 adatidakf(x)lim
0x




 

5)  Hitunglah : 

 a) 
   

4
4x

4xsin
lim

x

4xsin
lim

0x0x 
  

                     
 

44(1)
4x

4x sin
lim4

0x



 





x

y

x > 0

x < 0
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 b) 
    1)(x

0x0x

1x

0x
lim3

3x

3xsin
lim

x

3xsin
lim

























 

                                   3(1x3)1   

6)   Selidiki 
2x

4x
f(x)

2




  diskontinu dititik x sama dengan ? 

  Penyelesaian : 

        (a)  
0

0

22

42
f(2)

2





  ( tidak terdefinisi ) 

        (b)  
2)(x

2)2)(x(x
lim

2x

4x
lim

2x

2

2x 









 

                             4222)(xlim
2x




  

        Maka fungsi diskontinu dititik x = 2 

7)   Selidiki kontinuitas fungsi 













3xjika2

3xjika3x

f(x)  

       Penyelesaian : 

       a)  f(3) = 2  

       b) 03xlimf(x)lim
3x3x


 

 

            03xlimf(x)lim
3x3x


 

 

             Limit kiri = limit kanan  maka 0)(lim
3




xf
x

 

             tetapi f(3)f(x)lim
3x




 

            Jadi fungsi diskontinu dititik x = 3 

 

5.4. Rangkuman   

  Limit digunakan untuk menyatakan sesuatu yang nilainya mendekati nilai 

tertentu. Jika suatu fungsi tidak terdefinisi untuk titik tertentu, tetapi kita masih bisa 

mencari nilai yang didekati oleh fungsi tersebut apabila titik tertentu makin didekati 

yaitu dengan limit. 

 

      



 x

y
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5.5. Latihan  

1. Selesaikan soal-soal limit berikut ini : 

a)  )4(lim 2

2
xx

x



     g)  

23

1
lim

21 



 x

x

x
 

b)  )432(lim 23

1



xxx

x
   h)  













 34

23
lim

2

2

1 xx

xx

x
   

c)  
44

)6)(2(
lim

2

2

2 



 ww

www

w
   i)  

3/1
3

2 4

84
lim 













 y

yy

y
 

d)  
4

12
lim

2

2

2 



 u

uu

u
    j)  3

2

1 )1(

)13(
lim





 x

x

x
 

e)   
23

1
lim

21 



 x

x

x
    k)  

11

sin
lim

0  x

x

x
 

    f)  23

3

22

6254
lim

nn

nn

n 




   l)  

105

14
lim

4

234





 y

yyy

y
 

 

2. Cari limit-limit tersebut dibawah ini, jika 3)(lim 


xf
ax

 dan 1)(lim 


xg
ax

 

 a) )()(lim 22 xgxf
ax




   

 b) 
)()(

)(3)(2
lim

xgxf

xgxf

ax 




    c) ]3)([)(lim 3 


xfxg

ax
 

3. Hitung : 

 a) 
x

x

x

cos1
lim

0




    e) 

xx

x

x cossin2

4sin
lim

0
 

 b) 
x

x

x 2sin

3tan
lim

0
    f) 

2

2

0

)4/(sin
lim

x

x

x
 

 c) 
x

xx

x 3sin

sin22sin
lim

0




   g) 

x

axax

x

)sin()sin(
lim

0




 

 d) 
x

x

x cos1

2
lim

0 
    h) 

)1tan(

)1sin(5
lim

0 



 x

x

x
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4.  Tentukan : 

 a)  )]13ln()19[ln(lim 


xx
x

   d)  

x

x x

x
4

15

15
lim 














  

 b)  )}1ln()54{ln(lim 2 


xxx
x

  e)  

13

5

10
lim
















n

n n

n
             

         c)  

5
1

1lim














n

n n
                                            f)  

15

3

1
1lim
















n

n n
 

5.  Cari tiap  limit kanan dan limit kiri atau nyatakan bahwa itu tidak ada. 

 a)  
12

1
lim

1 


 x

x

x
     

          b) 
2

3
9lim x

x



     c) 

x

x

x 44

1
lim

1 




 

6.  Tentukan titik-titik diskontinu dan jenis diskontinuitas dari fungsi-fungsi : 

 a) 
9

27
)(

3

3






x

x
xf      c) 

1

1
)(

2 




x

x
xf    

         b) 
53

4
)(

2

2






x

x
xf     d) 

4

16
)(

2

4






x

x
xf  

7.  Diberikan suatu fungsi : 






















1xjika 2

1xjika
1)(x

1)3)(x(2x

f(x)  

     Selidiki kekontinuan fungsi tersebut. 
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PERTEMUAN 6 
TURUNAN (DIFFERENSIAL) : 

MENENTUKAN TURUNAN FUNGSI 
DAN ATURAN DASAR TURUNAN 

 
 

Capaian 
Pembelajaran 

: Mahasiswa mampu memahami 
prinsip dasar dan aturan dasar 
turunan  

Sub Pokok 
Bahasan 

: 6.1. Definisi Diferensial 
6.2. Menentukan Turunan Fungsi 
6.2.1. Aturan Dasar Turunan 
6.2.2. Jika y= f(x) Merupakan 

Fungsi Trigonometri 
6.2.3. Jika y = f(x) Merupakan 

Fungsi Logaritma  
6.2.4. Jika y = f(x) Merupakan 

suatu Fungsi Eksponen 
6.2.5.  Jika y = f(x)  suatu Fungsi 

Siklometri 

Daftar Pustaka : 1. Edwin J. Purcell and Dale 
Varberg, “Kalkulus dan Geometri 
Analitis”, Jilid I, Edisi Kelima, 
Penerbit Erlangga, 1999.  

 

 

Widya Gama Lumajang
Institut Teknologi dan bisnis
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2. Thomas, ”Calculus with Analityc 
Geometric" 

3. Frank Ayres, JR.,Ph.D.  
“Kalkulus”, Seri Buku Schaum 
Teori dan Soal-soal, Edisi Kedua, 
Penerbit Erlangga. 

4. Yusuf Yahya, D. Suryadi H.S, dan  
Agus S, “Matematika Dasar untuk 
Perguruan Tinggi”, Penerbit 
Ghalia Indonesia. 

5. N. Soemartojo, Dra, Prof, 
“Kalkulus”, Edisi Ketiga, Penerbit 
Erlangga, 1993. 

6. Robert Wrede, Ph.D, Murray R. 
spiegel, Ph.D, “Teori dan soal-
soal Kalkulus Lanjutan”,  
Schaum’s Outline, Edisi kedua, 
Penerbit Erlangga. 
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Turunan (diferensial) dipakai sebagai sebuah alat untuk menyelesaikan 

berbagai permasalah yang dijumpai di dalam bidang geometri dan mekanika. Turunan 

merupakan salah satu topik penting dalam Kalkulus.  

Konsep turunan fungsi secara universal atau menyeluruh banyak sekali 

dimanfaatkan di dalam berbagai bidang keilmuan. Misalnya, dalam bidang ekonomi : 

yang dipakai guna menghitung berupa, biaya total atau total penerimaan. Pada bidang 

biologi: dipakai untuk menghitung laju pertumbuhan organisme. Pada bidang fisika : 

di pakai untuk menghitung kepadatan kawat. Pada bidang kimia: dipakai untuk 

menghitung laju pemisahan. Serta pada bidang geografi dan juga sosiologi: yang 

dipakai untuk menghitung laju pertumbuhan penduduk dan lain-lain. 

 

6.1.  Definisi Diferensial 

Turunan (derivative) suatu fungsi y = f(x) terhadap x = xo didefinisikan sebagai  

 
Δx

)f(xΔx)f(x
lim

Δx

Δy
lim oo

0Δx0Δx





 

asalkan limitnya ada. Limit ini juga disebut laju perubahan sesaat (atau mudahnya, 

laju perubahan) dari y terhadap x pada x = xo . 

Secara umum, turunan akan menyatakan bagaimanakah sebuah besaran berubah 

akibat adanya perubahan besaran yang lainnya. 

Sebagai contoh : turunan dari posisi suatu benda yang kemudian bergerak terhadap 

waktu merupakan kecepatan sesaat oleh objek tersebut. 

Proses dalam menemukan suatu turunan disebut sebagai diferensiasi. Serta 

kebalikan dari suatu turunan disebut seabgai Anti Turunan. 

Contoh : 

Cari turunan y = f(x) = x2 + 3x  terhadap x pada x = x0. Gunakan ini untuk nilai 

turunan pada  xo = 2. 

Penyelesaian : 

h

f(x)h)f(x
lim(x)f'

0h





 

       
 

h

3x)(xh)3(xh)(x
lim

22

0h





 

       
 

h

3x)(x3h)3xh2xh(x
lim

222

0h





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h

3xx3h3xh2xhx
lim

222

0h





 

         
  32x3h2xlim

h

3hh2xh
lim

0h

2

0h









        

Maka : 32x(x)f'   

Pada xo = 2, nilai turunan adalah = 2.2 + 3 = 7 

 

6.2. Menentukan Turunan Fungsi 

Turunan bisa ditentukan tanpa adanya proses limit. Untuk kebutuhan ini 

dirancang teorema atau pernyataan mengenai turunan dasar, turunan dari operasi 

aljabar pada dua fungsi, aturan rantai untuk turunan fungsi komposisi, dan juga 

turunan fungsi invers. 

Dibawah ini diberikan rumusan dasar dari suatu turunan (derivative) untuk fungsi-

fungsi elementer. 

 

6.2.1. Aturan Dasar Turunan 

Beberapa aturan dasar dari turunan sebagai berikut : 

a)  y = f(x) = xn , maka 1nnx
dx

dy
y'    

b)  y = f(x)  suatu fungsi konstanta maka 0
dx

dy
y'   

c)  Aturan kelipatan konstanta berlaku jika y = k f(x) maka (x)k.f'
dx

dy
y'   

Contoh soal dan penyelesaiannya : 

Tentukan turunan dari fungsi-fungsi dibawah ini : 

1) Diketahui : 6xf(x)y 3       

Penyelesaian :                                                    

     
26x

dx

6)d(2x

dx

dy
y'

62xf(x)y
3

3








                                        

2) Diketahui :   8 f(x)y  

Penyelesaian : 
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0
dx

dy
(x)f

8f(x)y

' 



 

3) Diketahui : 
43xf(x)y                       5)     Diketahui : 

3 t

4

7t

2
f(t)   

      Penyelesaian :        Penyelesaian :  

        
43xf(x)y                   

1/31/2

3
4t2t

t

4

t

2
f(t)    

        
dx

)d(x
3.

dx

dy
y'

4

                                             
4/33/2 t

3

4
t

dt

df
(t)f'    

           
33 12x)3(4x                                                          

3 4t3

4


3

1

t
 

4) Diketahui : 36xxf(x)y 2   

Penyelesaian : 

1/22 3)6x(xf(x)y   

 36xx
dx

d
.3)6x(x

2

1
f(x)' 21/22  

 

       
36xx2

3x
2 


  

 

6.2.2.  Jika y= f(x) Merupakan Fungsi Trigonometri 

 Jika y = f(x) merupakan suatu fungsi trigonometri, maka berlaku : 

a)  y = sin x, maka cosx
dx

dy
y'   

b)  y = cos x, maka sinx
dx

dy
y'      

c)  y = tg x, maka xsec
dx

dy
y' 2  

d)  y = ctg x, maka  xcosec
dx

dy
y' 2   

e)  y = sec x, maka  x x.tg sec
dx

dy
y'       

f)  y = cosec x, maka y = 
dx

dy
= -cosec x ctg x    
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Contoh soal dan penyelesaiannya : 

Tentukan turunan dari fungsi-fungsi dibawah ini :  

1)   Diketahui :  y = cos 2x                    4)   Diketahui : y = sin (x3 - 4) 

  Penyelesaian :                  Penyelesaian:  

  sin2x.2
dx

dy
y'                   '4)4).(xcos(x

dx

dy
y' 33   

     2sin2x.                                           4)cos(x3x4).3xcos(x 3223   

2]   Diketahui : y = tan 5x             5)   Diketahui : y = -3 cos(x2 – 2) 

  Penyelesaian :           Penyelesaian :  

   '5x.(5x)sec
dx

dy
y' 2                    '2)2)).(xsin(x3(

dx

dy
y' 22   

              5x5sec2                2)sin(x6x2).2x3sin(x 22   

 

3]   Diketahui :  65x2siny   

      Penyelesaian : 

        '65x65x2cos
dx

dy
y'   

                  .56)(5x
2

1
.65x2cos 1/2  

                
 

65x

65x5cos




  

 

6.2.3.  Jika y = f(x) Merupakan Fungsi Logaritma  

Jika y = f(x) merupakan suatu fungsi Logaritma, maka berlaku :  

a) y = glog x, maka 
gxln

1

dx

dy
y'   

b) y = ln x, maka y = 
dx

dy
 

x

1
 

 

contoh soal dan penyelesaiannya : 

Tentukan turunan dari fungsi-fungsi dibawah ini : 
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1.  Diketahui : y = ln x3                               4.  Diketahui :  y = -2ln (x+6)2 

 Penyelesaian :                                         Penyelesaian : 

 )'(x
x

1

dx

dy
y' 3

3
                                          '2

2
6)(x

6)(x

2

dx

dy
y' 




  

    
x

3
.3x

x

1 2

3
                                               

6)(x

4
6).2(x

6)(x

2
2 







  

 

2.  Diketahui :  xxfy log)( 4         5.   Diketahui :  9xlogf(x)y 22   

 Penyelesaian :                           Penyelesaian : 

 x
x

xfy ln.
4ln

1

4ln

ln
)(                   

   9x.ln
ln2

1

ln2

9xln
y 2

2




  

 
x

y
1

.
4ln

1'                      
 2x.

9x

1
.

ln2

1
y

2

'


      

                   9x

2x
.

ln2

1
2 

  

3.  Diketahui :    xxfy 2cosln)( 2        6.   Diketahui : 
23x2e2lnf(x)y   

       Penyelesaian :     Penyelesaian : 

            '(2x)cos
(2x)cos

1

dx

dy
y 2

2

'           .6x.e
e

1
).2(2lne

dx

dy
y

2

2

2 3x

3x

3x'   

             sin(2x).22cos(2x)(
(2x)cos

1
2

             
2

2

22

3x

3x

3x3x

24x.lne
e

lne24x.e
  

                  
(2x)cos

s(2x)4sin(2x)co
2


  

                  4tag(2x)
cos(2x)

4sin(2x)
  

 

6.2.4. Jika y = f(x) Merupakan suatu Fungsi Eksponen  

Jika y = f(x) merupakan suatu fungsi eksponen, maka berlaku : 

a)   y = ax , maka y = 
dx

dy
ax ln a 

b)   y = ex , maka y = xe
dx

dy
  



86 
 

Contoh soal dan penyelesaiannya : 

Tentukan turunan dari fungsi-fungsi dibawah ini:  

1.  Diketahui : y = 5x                3.  Diketahui :  
224 xy   

 Penyelesaian :         Penyelesaian :  

 ln55
dx

dy
y x         )4.(4ln4

22' xy x  

                                                      4ln44
22 xx  

2. Diketahui : y = e4x                  4.  Diketahui :  
)52( 3  xey  

Penyesaian :         Penyelesaian : 

)'4(4 xe
dx

dy
y x                 )'52.( 3)52( 3

  xe
dx

dy
y x

 

   
xx ee 44 44.                    

)52(22)52( 33

66.   xx exxe  

 

6.2.5.  Jika y = f(x)  suatu Fungsi Siklometri  

Jika y = f(x) merupakan suatu fungsi siklometri, maka berlaku : 

a) y = arc sin x, maka  
2x1

1

dx

dy
y'


       d) y = arc ctg x, maka   21 x


1-

dx

dy
y'  

b) y = arc cos x, maka  
2x1

1-

dx

dy
y'


         e)  y = arc sec x, maka   

1


2x

1

dx

dy
y'

x
   

c) y = arc tg x, maka    
21 x


1

dx

dy
y'           f)  y = arc cosec x, maka 

1


2x

1-

dx

dy
y'

x
   

                     

Contoh soal dan penyelesaiannya : 

1.  Diketahui : y = 5)sin(xarc 2    2.  Diketahui : y = 2cos(3x)arc  

 Penyelesaian :                                               Penyelesaian : 

     
 

.2x
5x1

1
y'

22 

                                         
 

x
x

y 18.
31

1
'

2



  

    
 2610xx

2x
24 

                      
291

18

x

x




  
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3. Diketahui : )2/arcsin(xy                    5.  Diketahui : )arctan( 2xy   

      Penyelesaian :                 Penyelesaian :  

          '
2

'

2
)2/(1

1 x

x
y


                  

 
x

x
2.

1
22


1

dx

dy
y'  

   
2

1
.

)4/(1

1

2x
                                             

41

2

x

x


  

            
22 4

1

4

4
2

1

xx 



  

4. Diketahui : 
56)cos(7xarcy   

      Penyelesaian : 

      Misalkan :  
56)(7xu   , maka :   44 67x35.76)5(7x

dx

du
  

      Sehingga :   uarcy cos  

                   
'.u

u1

1

dx

dy
2

  

                     
  

46).35(7x
67x1

1

dx

dy
25





  

                    
 10

4

1

6)- 35(7x

dx

dy

67 


x
 

  

6.3. Rangkuman  

Turunan merupakan salah satu topik penting dalam kalkulus.  Secara umum, 

turunan akan menyatakan bagaimanakah sebuah besaran berubah akibat adanya 

perubahan besaran (variabel) yang lainnya. 

 

6.4. Latihan  

Tentukanlah turunan dari fungsi-fungsi berikkut ini :  

a. 
3 2 1xxy      

b. )1ln( 2  xxy       
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c.  x1r     g.   
x

x

e

e
y




1
ln        

d. 
32

4

x
y      h.   2

2 1
arcsin

x

x
y


        

e. 
223)( xxxf      

f. )1cos( 2xy   
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PERTEMUAN 7 
TURUNAN (DIFFERENSIAL) : 

TURUNAN FUNGSI BERSUSUN, 
TURUNAN FUNGSI  INVERS DAN 

TURUNAN FUNGSI IMPLISIT 
 
 

Capaian 
Pembelajaran 

: Mahasiswa memahami prinsip 
dasar turunan dan penggunaannya 

Sub Pokok 
Bahasan 

: 7.1. Turunan fungsi bersusun 

7.2. Turunan fungsi implisit 

7.3. Turunan Fungsi invers 

Daftar Pustaka : 1. Edwin J. Purcell and Dale 
Varberg, “Kalkulus dan Geometri 
Analitis”, Jilid I, Edisi Kelima, 
Penerbit Erlangga, 1999.  

2. Thomas, ”Calculus with Analityc 
Geometric" 

3. Frank Ayres, JR.,Ph.D.  
“Kalkulus”, Seri Buku Schaum 
Teori dan Soal-soal, Edisi Kedua, 
Penerbit Erlangga. 

4. Yusuf Yahya, D. Suryadi H.S, dan  
Agus S, “Matematika Dasar untuk 
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Perguruan Tinggi”, Penerbit 
Ghalia Indonesia. 

5. N. Soemartojo, Dra, Prof, 
“Kalkulus”, Edisi Ketiga, Penerbit 
Erlangga, 1993. 

6. Robert Wrede, Ph.D, Murray R. 
spiegel, Ph.D, “Teori dan soal-
soal Kalkulus Lanjutan”,  
Schaum’s Outline, Edisi kedua, 
Penerbit Erlangga. 
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7.1.  Aturan Rantai untuk Fungsi Bersusun  

Untuk fungsi-fungsi yang berbentuk rumit, dimana y adalah fungsi dari u (atau 

v), u dan v merupakan fungsi dari x, turunannya dicari dengan mengembalikannya ke 

rumus dasar.  

Cara pengembaliannya sebagai berikut : 

1. Bila berbentuk y = u, maka y =  (u),  bilangan/konstanta. 

2. Bila berbentuk y = u  v, maka y = u  v. 

3. Bila berbentuk y = uv, maka y = uv + uv 

4. Bila berbentuk y = u.v.w, maka y = u.v.w  + u.w.v  +v.w.u  

5. Bila berbentuk y = 
v

u
, maka y = 

2v

uv'vu' 
 

Contoh soal dan penyelesaiannya : 

Tentukan turunan dari fungsi-fungsi berikut ini : 

1) Diketahui :  y = f(x) = 6x4 – 3x2 - 8   

Penyelesaian :  

    )(8
dx

d
)(x

dx

d
3x

dx

d
6(x)f' 24   

         
 

6x24x

03(2x)4x6
3

3




 

2) Diketahui : 4x
x

2
xf(x)y 2

3 2

3   

      Penyelesaian :  

      Diselesaikan dengan aturan y = u  v, maka y = u  v. 

      4x
x

2
xf(x)y 2

3 2

3   

                 
1/222/33 4)(x2xx  

 

           1/222/33 4x
dx

d
2x

dx

d
x

dx

d

dx

dy
 

 

           .2x4)(x
2

1
x

3

4
3x 1/225/32       

           
4x2

2x

x3

4
3x

23 5

2


  
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3)  Diketahui : 4)3x)(x(xf(x)y 3   

       Penyelesaian : 

        Diselesaikan dengan aturan :  y = u.v, maka y = uv + uv 

         
')43x)(x(x4)(x3x)(x

dx

dy
y 3'3'   

                    3x)(x4)3)(x(3x 32   

                    126x12x4x 23   

4)   Diketahui :
2x

1)(x
f(x)y


  

      Penyelesaian : 

       Diselesaikan dengan aturan : 
2

''
'

v

uvvu
y

v

u
y


  

        22

'22'
'

)(x

1)(x)(x)(x1)(x

dx

dy
y


  

                     

4

22

4

2

x

2x2xx

x

1)2x(xx







 

                     34

2

x

2)(x

x

2xx 



  

5)     Diketahui :  23 74x2xf(x)y   

         Penyelesaian : 

          23'' 74x2x
dx

d
(x)fy   

           46x74x2x2
dx

dy 23   

                812x74x2x 23   

              5684x32x48x16x24x 2335   

              5632x84x64x24x 235   

6)   Diketahui : 
65xx

43x2x
y

2

2




   

      Penyelesaian : 
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       Diselesaikan dengan aturan : 2

''
'

v

uvvu
y

v

u
y


  

       
 

 22

2'22'2

65xx

4)3x(2x6)5x(x6)5x(x43x2x

dx

dy




  

            
 

 22

22

65xx

4)3x5)(2x(2x6)5x(x34x




  

            
   

 22

223223

65xx

2015x10x8x6x4x1815x3x24x20x4x




  

             
 22

2

65xx

3832x13x




  

7)   Diketahui : 
2xxef(x)y   

       penyelesaian : 

       Diselesaikan dengan aturan :  y = u.v, maka y = uv + uv 

       (x))(e)(e(x)
dx

dy
y '2x2x''   

                  
2x)(1e

.2xee
2x

2x2x




 

8)    Diketahui :  4)(3x3 2

elny   

       Penyelesaian : 

              6xe
e

1
.e3lny 43x

43x

4)(3x2' 2

2

2 












  

              43x2 2

e18x.ln   

9)   Diketahui :  )sin(ef(x)z 5x  

      Penyelesaian : 

       
'5x5x )).(ecos(e

dx

dz
z'   

          
)cos(e5e

).5).(ecos(e
5x5x

5x5x




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10)   Diketahui : y = sin2 (4x2 + 3x)3 

         Penyelesaian : 

 3)(8x3x).3(4x3x).cos(4x3x)2sin(4x
dx

dy
y 223232'   

     
323222 3x).cos(4x3x)sin(4x3x)18)(4x(48x   

 

7.2.  Turunan dari Fungsi-fungsi Invers 

Jika y = f(x) kontinu dan monoton naik (atau turun) pada interval a  x  b, 

maka terdapat suatu fungsi invers x = f-1(y) yang kontinu juga. 

Berlaku :  

dx

dy

1

dy

dx
  

Contoh soal dan penyelesaiannya : 

1)  Tentukan turunan fungsi invers dari fungsi : f(x) = y = 2x – 3 

 Penyelesaian : 

 Fungsi inversnya  f-1(y) = ½ y + 1 ½ 

     Sehingga disapat :  2
dx

dy
    dan 

2

1

dy

dx
  

2)  Tentukan turunan fungsi invers dari fungsi : y = x3 

  Penyelesaian : 

  Fungsi inversnya :  x = y1/3  dan   
)(3x

1

dx

dy

1

dy

dx
2

  

                                                                  
3

y

)(3y

1 2/3

2/3



  

      Maka didapat :  03x
dx

dy 2  , pada x = 0, pada titik mana y = 0 :  

      
dy

dx
 pada titik tersebut tidak ada. 

3)  Tentukan turunan fungsi invers dari fungsi : y = x2 +2  

  Penyelesaian : 

  Fungsi invers dari fungsi adalah :  x2 = y - 2    2yx   
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  Maka :  
2y2

1
2y

2

1

dy

dx 1/2





 

  Atau  dari : y = x2 +2  

  Didapatkan  2x
dx

dy
   

2x

1

dy

dx
  dimana : 2yx   

                
2y2

1

dy

dx


  

 

7.3.  Turunan Fungsi Implisit 

Untuk menghitung turunan pertama 
dx

dy
 dari fungsi implisit f(x,y) = 0, kita 

memandang tiap-tiap suku sebagai suatu fungsi dari x, kemudian menurunkan suku 

demi suku. Misalkan untuk fungsi implisit  032  xxyx  

                                                            xx 2)( '2   

                                                            
'''' xyyxyyx(xy)   

Untuk suku 
3y , misalkan 

3y = u, maka 
'22' y3y

dx

dy
3y

dx

dy
.

dy

du

dx

du
u   

Jadi .'2'3 y3y)(y   Ruas kanan (
')0 = 0. Maka turunan pertama dari 032  xxyx  

adalah 2x + y + xy + 3y2y = 0 atau (x + 3 yxyy  2) '2
, berarti :  

)3y(x

y)2x(
y

2

'




  

Contoh soal dan penyelesaiannya : 

1)   Tentukan y , bila diketahui : 0xyecosxx 2y    

      Penyelesaian : 

      0xyecosxx 2y  , diturunkan menjadi : 

      1 – sin x - eyy + y2 + 2xy y = 0  (-ey + 2xy)y = -1 + sin x – y2. 

      
2xy)(e

)yx  sin(1
y

y

2
'




  

2)   Cari harga y  bila diketahui :  243yyx2    

       Penyelesaian : 
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063yyx

243yyx
2

2




 

      diturunkan menjadi : 

 
2xy3)(xy

03y2xyyx
2'

''2




         

3x

2xy
y

2

'




  

3)   Tentukan turunan pertama (dy/dx) dari fungsi berikut :  5y + 4x + 10 = 0 

       Penyelesaian : 

          5y + 4x + 10 = 0 

 5y’ + 4 + 0 = 0 

 5y’ = -4      
5

4

dx

dy
y'   

4)    Tentukan turunan  pertama (dy/dx) dari fungsi berikut ini :  222 5xy   

       Penyelesaian : 

 222 5xy   

 2y.y’ + 2x = 0  

 
y

x

2y

2x
y'





  

 Atau :  
2x25

x

dx

dy
y'




  

5)   Tentukan turunan pertama dari fungsi berikut ini :  y = sin (x + y) 

       Penyelesaian : 

         y = sin (x + y)       maka :        y’ = cos (x + y).(x + y)’ 

                                                       y’ = cos (x + y). (1 + y’) 

                                                      y’ = cos (x + y) + cos (x + y)y’ 

                                                      y’ – cos (x + y)y’ = cos (x + y) 

        y’[1 – cos (x + y)] = cos (x + y)    
y)cos(x1

y)cos(x

dx

dy
y'




  

6)   Tentukan turunan pertama dari fungsi berikut :  y = cos (x + y) + 4x2y 

       Penyelesaian : 

        y = cos (x + y) + 4x2y 

       y’ = -sin (x + y).(x + y)’ + 8xy + 4x2y’ 
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      y’ = -sin(x + y).(1 + y’) + 8xy + 4x2y’ 

       y’ = -sin (x + y) – sin (x + y)y’ + 8xy + 4x2y’ 

        [1 + sin (x + y) – 4x2]y’ = -sin(x + y) + 8xy 

        24xy)sin(x1

8xyy)sin(x

dx

dy
y'




  

7)   Tentukan turunan pertama dari fungsi berikut ini :  10ee yxyx  
 

      Penyelesaian : 

       10ee yxyx  
 

       0y)(xey)(xe 'yx'yx  
 

       0)y(1e)y(1e 'yx'yx  
 

         0)(yee)(yee 'yxyx'yxyx  
 

           yxyx'yxyx eeyee        yxyx

yxyx
'

ee

ee

dx

dy
y








  

8)   Diketahui : 
xxy   

      Penyelesaian : 

         
xxy   

         Ruas kiri dan kanan dikalikan dengan ln, maka : 

      

x
x

1
lnxy

y

1

xlnxln(y)

)ln(xln(y)

'

x







 

 atau     lnx)y(1y'      
x' lnx)x(1y   

9)    Diketahui : 
xxxfy sin)(   

       penyelesian : 

          
)ln(sin)ln(

)ln()ln( sin

xxy

xy x




 

          x
x

xxy
y

sin
1

lncos
1 '   
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          x)y sin
x

1
lnx x (cosy'           

          
sinx' x)x sin 

x

1
lnx x (cosy        )

x

sinx
lnx x (cosxy sinx'     

           

7.4.  Rangkuman  

 Aturan rantai fungsi bersusun merupakan aturan yang digunakan untuk 

menyelesaikan turunan fungsi komposisi. Aturan rantai membantu menyelesaikan 

turunan fungsi yang terdiri dari komposisi dua buah fungsi atau lebih. Cara 

penyelesaiannya dengan memecahkan komposisi fungsi tersebut menjadi beberapa 

peubah.  

 

7.5.  Latihan    

1.   Tentukan turunan untuk fungsi-fungsi berikut ini. 

      a)   

43

12x

1x
y 












        h)   

xxy ln  

      b)   
2x

2

2x

5
y

3



    i)  

32

23






r

r
  

      c)   
2

2

t3

2t
s




                              j)  

32x

4
y   

      d)   
12x

1)3x(2x
y

2




            k)  

1x

1x
y




    

      e)   
32xx

52xx
y

2

2




                     l)   x

x

e

e
y




1
ln  

      f)   
3 t

6

t

2
f(t)            m)  2

2 1
arcsin

x

x
y


  

      g)  
24w1

w
z


            n)  

4 3 73

5 2

3)(x2)(x

1)(x
y




  

2.  Tentukan turunan dari fungsi berikut : 

 a)  3216 44  yx     c) 02222  yxxyyx  

 b) 
xxy ln      d) )sin( yxy   
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 e) 
xxy sin)(ln       

 f) 15  yxyx ee  

 g) 032  yxxy  

3.  Cari y dan y, bila diketahui 3yxyx 22   
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PERTEMUAN 8 
UJIAN TENGAH SEMESTER (UTS) 

 

 

Capaian 
Pembelajaran 

: Mahasiswa mampu menjawab dan 
menyelesaikan permasalahan yang 
diberikan dalam soal 

Sub Pokok 
Bahasan 

: 8.1. Contoh soal UTS  

Daftar Pustaka : 1. Edwin J. Purcell and Dale 
Varberg, “Kalkulus dan Geometri 
Analitis”, Jilid I, Edisi Kelima, 
Penerbit Erlangga, 1999. 

2.  Thomas, ”Calculus with Analityc 
Geometric" 

3. Frank Ayres, JR.,Ph.D.  
“Kalkulus”, Seri Buku Schaum 
Teori dan Soal-soal, Edisi Kedua, 
Penerbit Erlangga. 

4. Yusuf Yahya, D. Suryadi H.S, dan  
Agus S, “Matematika Dasar untuk 
Perguruan Tinggi”, Penerbit 
Ghalia Indonesia. 

5. N. Soemartojo, Dra, Prof, 
“Kalkulus”, Edisi Ketiga, Penerbit 
Erlangga, 1993. 

 

 

Widya Gama Lumajang
Institut Teknologi dan bisnis
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6. Robert Wrede, Ph.D, Murray R. 
spiegel, Ph.D, “Teori dan soal-
soal Kalkulus Lanjutan”,  
Schaum’s Outline, Edisi kedua, 
Penerbit Erlangga. 
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8.1. Contoh Soal UTS  
 
 

Kerjakan A untuk digit NIM terakhir Genap dan B untuk digit NIM terakhir Ganjil  

 

1. Selesaikanlah persoalan limit berikut ini : 

     A.   

5

2

2
2

23

23
lim



 











n

n nn

nn
    B.   

4

2

2
2

224

424
lim



 











x

x xx

xx
 

    

2. Gambarkanlah grafik fungsi persamaan kuadrat berikut :  

A.  82xxy 2      B.   y = –2x2 + 4x + 6 

 

3. Tentukan turunan kedua dari fungsi berikut ini : 

A.   83ln55 24)2cos(  xxey x
  B. 

3)83(2 42)3sin(
2

xex x  y  

 

4.   Tentukan turunan parsial pertama dari fungsi berikut :     

         A.    )cos(3 23 yx
2xy32 4ey2xy)f(x,z  

 B.      3423 )sin(27 yxyx  22xylny)f(x, z  
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PERTEMUAN 9 

TURUNAN (DIFFERENSIAL) : 
TURUNAN TINGKAT TINGGI, TURUNAN 

PARSIAL DAN TURUNAN PARSIAL TINGKAT 
TINGGI 

 
 

Capaian 
Pembelajaran 

: Mahasiswa memahami prinsip 
turunan dan penggunaannya 

Sub Pokok 
Bahasan 

: 9.1. Turunan tingkat tinggi 

9.2. Turunan Parsial  

9.3. Turunan Parsial tingkat tinggi 

Daftar Pustaka : 1. Edwin J. Purcell and Dale 
Varberg, “Kalkulus dan Geometri 
Analitis”, Jilid I, Edisi Kelima, 
Penerbit Erlangga, 1999.  

2. Thomas, ”Calculus with Analityc 
Geometric" 

3. Frank Ayres, JR.,Ph.D.  
“Kalkulus”, Seri Buku Schaum 
Teori dan Soal-soal, Edisi Kedua, 
Penerbit Erlangga. 

4. Yusuf Yahya, D. Suryadi H.S, 
dan  Agus S, “Matematika Dasar 
untuk Perguruan Tinggi”, 
Penerbit Ghalia Indonesia. 

 

 

Widya Gama Lumajang
Institut Teknologi dan bisnis
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5. N. Soemartojo, Dra, Prof, 
“Kalkulus”, Edisi Ketiga, Penerbit 
Erlangga, 1993. 

6. Robert Wrede, Ph.D, Murray R. 
spiegel, Ph.D, “Teori dan soal-
soal Kalkulus Lanjutan”,  
Schaum’s Outline, Edisi kedua, 
Penerbit Erlangga. 
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9.1.  Turunan Tingkat Tinggi 

Jika y = f(x) mempunyai turunan pada suatu interval, maka turunan tersebut                

y = f (x) merupakan suatu fungsi baru pada interval tersebut. Kalau fungsi yang baru 

tadi diturunkan, maka turunannya ditulis y = f  (x), disebut turunan kedua dari          

y = f(x) terhadap x.  Demikian   seterusnya   pengertian   yang   serupa    untuk  

turunan  ketiga  y = f(x), turunan keempat, kelima dan seterusnya. 

Turunan ke-n dari y = f(x) dilambangkan dengan fn (x) atau n

n

dx

yd
 

Cara penulisan (notasi) untuk turunan dari y = f(x) ditunjukkan pada tabel 8.1.  

Tabel 8.1. Cara penulisan (notasi) untuk turunan dari fungsi y = f(x) 

Turunan Notasi 
f 

Notasi 
Y 

Notasi 

D 

Notasi 

Leibniz 

Pertama f(x) y Dxy 

dx

dy
 

Kedua f(x) y yD2
x  

2

2

dx

yd
 

 

Turunan Notasi 
f 

Notasi 
Y 

Notasi 

D 

Notasi 

Leibniz 

Ketiga f(x) y yD3
x  

3

3

dx

yd
 

Keempat f(4) (x) y(4) yD4
x  

4

4

dx

yd
 

Kelima f(5) (x) y(5) yD5
x  

5

5

dx

yd
 

Keenam 
 

 
 
. 

ke-n 

f(5) (x) 
 

 
 
 

f(n) (x) 

y(6) 

 

 

 

 

y(n) 

yD6
x  

 
 

 
 

yDn
x  

6

6

dx

yd
 

 
 

n

n

dx

yd
 

 

Contoh-contoh soal : 

1)    Diketahui : y = f(x) = 4x3 + 2x – 12, tentukanlah turunan ke dua dari fungsi 

tersebut. 

        Penyelesaian : 
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y = f(x) = 4x3 + 2x – 12 

 Turunan pertama :  

           212x
dx

dy
(x)fy' 2'   

 Turunan kedua : 

     212x
dx

yd
(x)f'y' 2

2

2
"   

2)    Tentukanlah turunan kedua dari fungsi berikut :  105)( 2  xxfy  

        Penyelesaian :  

       
1/222 10)(5x105xf(x)y   

 Turunan Pertama dari fungsi adalah  :    

)105()105(
2

1 22/12   xx
dx

dy
                

           

105

5

1052

10

2

2







x

x

x

x

 

 Turunan kedua dari fungsi adalah : 

        

           
 22

2

2

2

2

105x

105x

5x
5x105x5

dx

yd




















  

                         
105x

105x

25x
105x5

2

2

2
2






  

                         
 32

2

2

2

105x

25x

105x

105x5







  

                         
 32

2

2
105x

25x

105x

5






  

3)    Jika y = cos 2x, tentukan 
22y/dxd  dan  

33y/dxd  ! 

       Penyelesaian : 
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 Turunan pertama :    x
dx

dy
2sin2    

 Turunan kedua  :    x
dx

yd
2cos4

2

2

   

 Turunan ketiga  :    x
dx

yd
2sin8

3

3

  

4)   Jika 
42x

x
y


 , tentukan yDx

2  ! 

      Penyelesian :        

      
2x

4)(2x

4
yD


            dan          

4

2

1)(2x

16)(8x
yD

x 


  

5)    Diketahui : 2)ln(xy 2  , tentukan 
2

2

dx

yd
 ! 

       Penyelesaian : 

      
'2

2
2).(x

2)(x

1

dx

dy



         dan       22

'22'

2

2

2)(x

(2x)2)(x2)(x(2x)

dx

yd




  

          
2)(x

2x
2 

                                        22

2

2)(x

(2x)(2x)2)2(x




  

                                                          
44xx

42x
24

2




  

6)    Tentukan  22y/dxd  dan 33y/dxd  dari fungsi : y = f(x) = 3ecos x. 

       Penyelesaian : 

   Turunan pertama  :    
xx exxe

dx

dy coscos .sin3)sin(3   

   Turunan kedua :    )sin(.sin3.cos3 coscos

2

2

xexex
dx

yd xx   

                                         
xx exex cos2cos .sin3.cos3   

   Turunan ketiga :   

            )sin(.sin3.cossin6)sin(.cos3.sin3 cos2coscoscos

3

3

xexexxxexex
dx

yd xxxx   

                   
xxxx exexxexxex cos3coscoscos .sin3.cossin6.cossin3.sin3   

 

9.2.  Turunan Parsial 

Andaikan bahwa f adalah suatu fungsi dua peubah/variabel x dan y. Jika y 

ditahan agar konstan, misalnya y= yo, maka f(x,yo) menjadi suatu fungsi peubah x.  
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Turunannya di x = xo disebut turunan parsial terhadap x di (xo,yo) dan dinyatakan 

sebagai fx(xo,yo). Jadi, 

x

yxfyxxf
yxf oo

x
oox








),(),(
lim),( 00

0
 

Demikian pula, turunan parsial f terhadap y di (xo,yo) dan dinyatakan sebagai fy(xo,yo) 

dan dituliskan sebagai 

 
y

yxfyyxf
yxf oo

y
ooy








),(),(
lim),( 00

0
 

Ketimbang menghitung ),( oox yxf  dan ),( ooy yxf  secara langsung dari definisi diatas, 

secara khas kita mencari ),( yxf x dan ),( yxf y dengan menggunakan aturan baku untuk 

turunan; kemudian disubsitusikan x = xo dan y=yo. 

Lambang  adalah khas dalam matematika dan disebut tanda turunan parsial.  

Jika z = f(x,y), digunakan cara penulisan lain : 

      

)y,(x

ooy

)y,(x

o0x

yx

0ooo
y

z
),y(xf

x

z
)y,(xf

y

y)f(x,

y

z
y)(x,f

x

y)f(x,

x

z
y)(x,f































 

Contoh soal : 

1)    Carilah )2,1(xf dan )2,1(yf  jika 
32

y)(x, 3yyxf   

        Penyelesian : 

        Untuk mencari ),( yxf x  y dianggap sebagai konstanta dan fungsi dideferensialkan  

terhadap x didapat,  

   02),(  xyyxf x  

 Jadi,           42.1.2)2,1( xf  

         Demikian pula, 
22 9),( yxyxf y     

 Sehingga   372.91)2,1( 22 yf  

2)    Jika )sin( 22 xyxz  , cari xz    dan  yz   

       Penyelesaian : 
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          )(x
x

)sin(xy)sin(xy
x

x
x

z 2222














 

           

)cos(22).cos( 2322 xyyxxyxyx
y

z
















)2xsin(xy)cos(xyyx

)2xsin(xy).ycos(xyx

).2xsin(xy)(xy
x

)cos(xyx

2222

2222

2222

 

3)  Tentukan xz   dan  yz   dari fungsi :  z = f(x,y) = 5x4y2 + 3xy2 – 4x2 + y 

      Penyelesaian : 

       xyyx
x

z
8320 223 




        dan        

 1610 4 



xyyx

y

z
 

4)  Tentukan xz   dan  yz   dari fungsi :  
sin(xy)2ey)f(x,z   

       Penyelesaian : 

        yxye
x

z xy ).cos(.2 )sin(



        dan        xxye

y

z xy ).cos(.2 )sin(



 

              )cos(.2 )sin( xyye xy                             )cos(.2 )sin( xyxe xy  

5) Tentukan xz   dan  yz   dari fungsi :  
2

),(
3

2




y

yx
yxfz  

         Penyelesaian : 

         
2y

2xy

x

z
3 





         dan         2y

)y(3yx2)(yx

y

z
3

2232









 

                                                       
44yy

)y3x2xyx
36

32232




  

                                                       
44yy

y2x2x
36

322




  

6)  Jika diketahui : z = f(x,y) =
322 3 yxyx  , maka tentukan turunan parsial 

pertama dari fungsi tersebut. 
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        Penyelesaian : 

       1/2322322 y3xyxy3xyxz   

         Turunan parsial pertama terhadap x :                                  

          21/2322 3y2x.y3xyx
2

1

x

z




 

                    

               
 

322

2

y3xyx2

3y2x




                                                 

          Turunan Parsial pertama terhadap y : 

    21/2322 3y6xy.y3xyx
2

1

y

z




 

 

      
 

322

2

y3xyx2

3y6xy




  

7)  Tentukan turunan parsial pertama dari fungsi berikut :  6y2x5xy lnz 32   

         Penyelesaian : 

         Turunan parsial pertama terhadap x : 

 'x32

32
6y2x5xy

6y2x5xy

1

x

z








 

               
6y2x5xy

y6x5y
32

22




  

 Turunan Parsial pertama terhadap y : 

           'y32

32
6y2x5xy

6y2x5xy

1

y

z








 

               
6y2x5xy

2x10xy
32

3




  

8) Tentukan turunan parsial pertama dari fungsi berikut : 
xy)xy(x 23

ez   

         Penyelesaian : 

      'x23xyxyx xyxyx.e
x

z 23




 
       dan         'y23xyxyx xyxyx.e

y

z 23




   

                 
 

  xyxyx2

2xyxyx

23

23

.ey2xy3x

y2xy3x.e








                           

 
  xyxyx3

3xyxyx

23

23

.exx

xx.e








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9.3.   Turunan Parsial Tingkat Tinggi 

Secara umum, karena turunan parsial suatu fungsi x dan y adalah fungsi lain 

dari dua peubah yang sama ini, turunan tersebut dapat diturunkan secara parsial 

terhadap x dan y untuk memperoleh empat buah turunan parsial kedua fungsi f : 

 
2

2

xx
x

f

x

f

x
f





















      ;     

2

2

yy
y

f

y

f

y
f





















  

 
xy

f

x

f

y
)(ff

2

yxxy




















        dan    

yx

f

y

f

x
)(ff

2

xyyx




















  

 

Soal-soal dan Penyelesaian : 

1)    Tentukan turunan parsial ke dua dari fungsi berikut ini : z = 2x3y2 + 5xy3 + y2 

dan buktikan bahwa : 
xy

z

yx

z 22









 

        Penyelesaian : 

        Turunan parsial pertama dari fungsi adalah : 

           
322 56 yyx

x

z





          dan           yxyyx

y

z
2154 23 




 

         Turunan parsial kedua dari fungsi adalah :  

   
2

2

2

12xy
x

z





                   ;                 2304 3

2

2





xyx

y

z
 

    yxyyx
xxy

z
2154 23

2










              322

2

56 yyx
yyx

z










 

                   
22 1512 yyx                                   22 1512 yyx   

          Terbukti bahwa :  
22

22

1512 yyx
xy

z

yx

z










 

2)    Tentukan  keempat turunan parsial kedua dari : 
23y yxsin(x/y)xey)f(x,   

        Penyelesaian : 

        Turunan parsial pertama : 

        
22y

x y3x
y

x
cos

y

1
ey)(x,f 








      dan    y2x

y

x
cos

y

x
xey)(x,f 3

2

y
y 








  
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        Turunan parsial kedua : 

       
2

2xx 6xy
y

x
sin

y

1
y)(x,f 








  

       
3

34

2
y

yy 2x
y

x
cos

y

2x

y

x
sin

y

x
xey)(x,f 

















  

       y6x
y

x
cos

y

1

y

x
sin

y

x
ey)(x,f 2

23

y
xy 

















  

       y6x
y

x
cos

y

1

y

x
sin

y

x
ey)(x,f 2

23

y
yx 

















  

 

Contoh soal dan penyelesaiannya : 

1.    Tentukan  turunan dari fungsi berikut ini : 

       a)   y  = f(x) = x2 + 3x +5  

            53325)(3)( 222  xxxxxxxxxxyy   

                 yxxxxxxy  5332 22  

                       2)32( xxx   

                 xx
x

xxx

x

y










32

)32( 2

 

              32)32(lim
0




xxx
dx

dy

x
 

       b)   
2

1
)(




x
xfy  di x = 1 dan x = 3. Tunjukkan bahwa turunan ini tidak ada di              

              x = 2, dimana fungsi diskontinu. 

              Penyelesaian : 

     
2

1




xx
yy  

         
)2)(2()2)(2(

)2()2(

2

1

2

1

















xxx

x

xxx

xxx

xxx
y  

          
)2)(2(

1










xxxx

y
 

         
20 )2(

1

)2)(2(

1
lim











 xxxxdx

dy

x
 

              Di x = 1   1
)21(

1
2







dx

dy
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          Di x = 3  1
)23(

1
2







dx

dy
 

          Di x = 2  
dx

dy
tidak ada karena penyebut adalah nol. 

2.       Tentukan turunan pertama dari : 

 a)    
xx

x
xfy

ln

1
)(

2




  

         Penyelesaian : 

        
2

2

'

)ln(

)1)(
1

1()ln(2

xx

x
x

xxx

y




  

                     
xxxxx

xxxxx
223

223

lnln2

1ln2




  

 b)    
4)23()(  xxfy  

          Penyelesaian : 

         Misalkan 3x + 2 = u  (3x + 2)4 = u4 

         Maka :    
33' )23(123.4.  xu

dx

du

du

dy
y  

 c)     
21)(xef(x)y   

          Penyelesian : 

                  
22 )1()1(' )22()1(2.   xx exxey  

 d)     )2ln(2)( 2xxxfy   

          Penyelesaian : 

  













)2()2(

2

1
1

2

2
' 2

1
2

2
xx

xxdx

dy
y  

                             


















22 2
1

2

2

x

x

xx
 

                             























2

2

2 2

2

2

2

x

xx

xx
 

22

2

x
    

3.     Tentukan turunan pertama (dy/dx) dari fungsi berikut : 

         a)      y + x = 25 
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         Penyelesaian : 

         Cara 1: 

         Yaitu dengan merubah fungsi implicit menjadi fungsi eksplicit karena soal 

diatas, masih sederhana. 

 y + x = 25  y = 25 – x 

 y = 0 -1 = -1 

          Cara 2: 

 y  + x = 25  1 dy + 1 dx = 0 

 101 
dx

dy

dx

dy
 

          Cara 3 : 

  y + x = 25    y + 1 = 0  y = -1 

b)    
222 5 xy  

       Penyelesaian : 

        
222 5 xy  

        

y

x

y

x
y

xyy









2

2

02.2

'

'

 

     Atau : 
2

'

25 x

x
y




  

4.    Hitung y dan y  jika diberikan  x3y +xy3 = 2 dan x =1 

        Penyelesian : 

     
0y3yy3y)6xy(yy3xy6xyy3xy3xyx

0yy3xyy3xyx
'2'22'''2'2'2''3

3'22'3




 

 Untuk x = 1, diperoleh y = 1  

 Subsitusi ke dalam kedua persamaan memberikan y = -1 dan y = 0 

5.    Tentukan turunan parsial pertama dari fungsi berikut ini : 

a.  z = f(x, y) = 4xy3 + sin (x2y2) 
                penyelesaian : 

              )).(2xyycos(x4y
x

z 2223 



         dan       y)).(2xycos(x12xy

y

z 2222 



 

                   )ycos(x2xy4y 2223                                )yy.cos(x2x12xy 2222   
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b. yx4x)ln(ey)f(x, 322xy   

            Penyelesaian : 

                 y)3x(8xyx4x
2

1
(2y)

e

1

x

f 22
1

32

2xy




 

 

                    
yx4x2

y3x8x

e

2y
32

2

2xy



  

6.     Buktikan  kebenaran bahwa  : 
yx

f

xy

f 22









 dari fungsi berikut ini  

a)    
yx23 2

3ey5xy)f(x,   

  Penyelesaian : 

Turunan parsial pertama dari fungsi : 

              (2xy)3ey15x
x

f yx22 2





       dan        )(x3ey10x

y

f 2yx3 2





 

                   
yx22 2

6xyey15x                                
yx23 2

e3xy10x   

Turunan parsial kedua dari fungsi : 

         (2x)(6x)e6e30xy
xx

f

xx

f yxyx2

2

2
22



























 

                                
yx2yx2 22

e12x6e30xy   

          )(x)e(3x(6x)e10x
yy

f

yy

f 2yx2yx3

2

2
22



























 

                            
yx4yx3 22

e3x6xe10x    

          yx23
2

2

e3xy10x
xy

f

xxy

f



























 

                               (2xy)e3x(6x)ey30x yx2yx2 22

  

                               
yx3yx2 22

y.e6x6xey30x   

           yx22
2

2

6xyey15x
yx

f

yyx

f



























 

                                 )(x6xy.ee6xy30x 2yxyx2 22

  

                               
yx3yx2 22

y.e6x6xey30x   
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Terbukti bahwa : 
yx3yx2

22
22

y.e6x6xey30x
xy

f

yx

f










 

 

9.4.  Rangkuman  

 Untuk menentukan turunan parsial dapat dilakukan dengan menggunakan 

metode sederhana, yaitu misalkan z = F(x,y) maka untuk menentukan 
x

z




 berarti 

menurunkan variabel x dan variabel y dianggap konstan dan selanjutnya y diturunkan. 

Demikian juga untuk menentukan 
y

z




 berarti menurunkan variabel y dan variabel x 

dianggap konstan, selanjutnya diturunkan.  

 

9.5.  Latihan  

1. Tentukan turunan parsial pertama fungsi yang diberikan terhadap tiap 

peubah/variabel bebasnya. 

  a)  
4y)(2xy)f(x,     d)  7y)(4xtany)f(x, 1  

 

  b)  sinxey)f(x, y    e)   2cos3),( 3rrf   

  c)  
xyeyxg ),(    f)  

53322),( yxyxyxf   

2. Periksa kebenaran bahwa  : 
yx

f

xy

f 22









 

        a)  xyyxf 1tan),(   

       b)  yeyxf x cos3),( 2  

3. Tentukan turunan dari fungsi-fungsi berikut ini : 

      a)  ?.....
1 2

24













dx

yd

x

x
y       d)  

ivyHitung
x

y
1

  

      b)  ?......2 ''  yyxyx            e)  
)(

23

1
)( nfhitung

x
xf


  

     c)  (n)

2
yHitung

x

1
y                          f)   

dx

dy
Hitungxu

u

u
y .,

1

1





  
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PERTEMUAN 10 
PENGGUNAAN (APLIKASI) 

TURUNAN  
 
 

Capaian 
Pembelajaran 

: Mahasiswa memahami konsep 
dasar turunan dan penggunaannya 

Sub Pokok 
Bahasan 

: 10.1. Garis Singgung dan Normal 
10.2. Nilai maksimum dan minimum 
10.3. Dalam Bidang Ekonomi : 

Biaya Marginal, Keuntungan/ 
kerugian dan Pulang Pokok 

10.4. Kecepatan dan Percepatan 

Daftar Pustaka : 1. Edwin J. Purcell and Dale 
Varberg, “Kalkulus dan Geometri 
Analitis”, Jilid I, Edisi Kelima, 
Penerbit Erlangga, 1999.  

2. Thomas, ”Calculus with Analityc 
Geometric" 

3. Frank Ayres, JR.,Ph.D.  
“Kalkulus”, Seri Buku Schaum 
Teori dan Soal-soal, Edisi Kedua, 
Penerbit Erlangga. 

4. Yusuf Yahya, D. Suryadi H.S, 
dan  Agus S, “Matematika Dasar 
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“Kalkulus”, Edisi Ketiga, Penerbit 
Erlangga, 1993. 

6. Robert Wrede, Ph.D, Murray R. 
spiegel, Ph.D, “Teori dan soal-
soal Kalkulus Lanjutan”,  
Schaum’s Outline, Edisi kedua, 
Penerbit Erlangga. 
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Turunan fungsi banyak sekali digunakan dalam bidang ekonomi untuk 

menghitung keuntungan marginal, biaya total (total cost) atau total penerimaan (total 

revenue), juga dalam bidang biologi untuk menghitung laju pertumbuhan organisme, 

dalam bidang fisika untuk menghitung kepadatan kawat, dalam bidang kimia untuk 

menghitung laju pemisahan, dan banyak bidang lainnya. Diantaranya akan dibahas 

pada bagian ini. 

 

10.1.  Garis Singgung dan Normal 

Jika fungsi f(x) mempunyai turunan terbatas f(xo) di x = xo, kurva y = f(x) 

mempunyai garis singgung di Po(xo , yo) yang tangen (koefisien) arahnya adalah  

 m = tan  = f (xo)     ………….. …………………………………..   (10.1) 

Jika m = 0, maka kurva tersebut mempunyai garis singgung horisontal (sejajar sumbu 

x) dengan persamaan y = yo di Po, seperti di A, C dan E pada gambar 10.1. 

Garis singgung tersebut mempunyai persamaan : 

 y – yo = m(x – xo)     .....................................................            (10.2) 

 

 

 

 

 

 

 

 

Jika f(x) kontinu pada x = xo tetapi 


)(lim
0

xf
xx

, kurva mempunyai garis singgung 

vertikal (sejajar sumbu y) dengan persamaan x = xo, seperti di B dan D pada gambar 

9.1. Garis normal suatu kurva pada salah satu titiknya adalah garis yang lewat titik 

tersebut dan tegak lurus garis singgung di titik tersebut. Persamaan garis normal di 

(xo, yo) adalah: 

  )x(x
m

1
yy 0o    ……………………………………………....   (10.3) 

Bila :     -  garis singgung // sumbu y, maka garis normal // sumbu x 

            -  garis singgung // sumbu x, maka garis normal // sumbu y. 

 
Gambar  10.1. garis singgung dan garis normal 
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Contoh soal dan penyelesaian : 

1)   Tentukan persamaan garis singgung dan garis normal pada y = x3 – 2x2 + 4 pada 

titik (2, 4). 

     Penyelesaian : 

      f (x) = y  = 3x2 – 4x   dan f (2) = 4 

 Jadi garis singgung :   y – 4 = 4(x – 2)  atau   y = 4x - 4  

           Garis normal  :   y – 4 = - 
4

2)(x 
      atau  4y = x + 14 

2)  Cari persamaan garis singgung dan  normal pada 52y3xy2x   pada titik(1,1). 

       Penyelesaian : 

      
2y3x

3y2x

dx

dy




  

    Tangen arah (koefisien) garis singgung pada titik (1, 1) adalah m = -1 

    Persamaan garis singgung adalah :  y – 1 = -1(x – 1) atau x + y = 2 

    Persamaan garis normal adalah    :  y - 1 = 1(x – 1) atau x – y = 0 

3)   Tentukan persamaan garis singgung di titik (2, 4) pada kurva y = 4x2 + x . 

  Penyelesaian : 

y = 4x2 + x      y’ = 8x + 1 

            y’(2) = 8(2) + 1 = 17 

Maka persamaan garis singgung di titik (2, 4) adalah : 

y – 4 = 18 (x - 2) 

y – 4 = 18x – 36 

y = 18x - 32 

 

10.2.  Nilai Maksimum dan Minimum 

Fungsi naik dan turun 

Suatu fungsi f(x) dikatakan naik di x = xo, jika untuk h positif dan cukup kecil,   

f(xo –h)<f(xo) < f(xo + h). Suatu fungsi f(x) dikatakan turun di x = xo, jika untuk h 

positip dan cukup kecil, f(xo – h) > f(xo)>f(xo + h). 

Jika 0)(' oxf , maka f(x) adalah fungsi naik di x = xo; jika 0)(' oxf , maka f(x) 

adalah fungsi turun di x = xo. 
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Pengujian turunan pertama 

1.  Tentukan 0)(' oxf  untuk mendapatkan harga kritis 

2. Gambar harga kritis pada garis bilangan, dengan demikian terbentuk sejumlah 

selang. 

3.  Tentukan tanda )(' oxf  pada tiap selang. 

4.   Misalkan x bertambah setelah tiap harga kritis x = xo, maka f(x) mempunyai harga 

maksimum (=f(xo)) jika )(' xf  berubah dari + ke -, 

 f(x) mempunyai harga minimum (=f(xo)) jika (x)f '  berubah dari – ke + 

 f(x) tidak mempunyai harga maksimum ataupun minimum di x = xo jika (x)f '  

tidak mengalami perubahan tanda. 

Arah belokan (direction of bending) 

Suatu busur kurva y = f(x) disebut cekung ke atas, jika disetiap titiknya busur terletak 

diatas tangen titik tersebut. 

 

Pengujian kedua untuk Maksima dan minima. Pengujian turunan kedua 

1. Tentukan f (x) = 0 untuk mendapatkan harga-harga kritis 

2. Untuk harga kritis x = xo : 

 f(x) mempunyai harga maksimum (= f(xo)), jika f(x) < 0 

 f(x) mempunyai harga minimum (=f(xo)), jika f(x) > 0, 

 Pengujian gagal jika f  (xo) = 0 atau menjadi tak terhingga. 

Dalam keadaan terakhir, metode turunan pertama harus digunakan. 

 

Contoh soal dan penyelesaiannya : 

1)    Diketahui  86xx
2

1
x

3

1
y 23  .  

     Tentukan : 

     a) titik-titik kritis 

     b) interval dimana y naik dan turun 

    c) nilai-nilai maksimum dan minimum dari y 
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      Penyelesaian : 

a)   2)3)(x(x6xxy 2'   

 

 
 
 

 
 

 

 

           

 

         

              Untuk 
'y = 0 memberikan x = -3 dan x = 2 

         Titik-titik ekstrim adalah  dan
2

43
3,P 








  










3

2
2,Q  

 b)  Jika 
'y  positif, maka y naik; jika 

'y  negatif, maka y turun 

          Untuk x <-3 maka 
'y  = (-)(-) = +, berarti fungsi naik 

          Untuk -3< x <2 maka 
'y  = (+)(-) = -, berarti fungsi turun 

     Untuk x > 2 maka 
'y = (+)(+) = +, berarti fungsi naik 

          c) Dari uraian pada b langsung dapat ditarik kesimpulan bahwa P titik 

maksimum dan Q titik minimum. 

2)   Diberikan fungsi : f(x) = (x – 2)4, tentukan interval-interval dimana f(x) naik atau 

turun. 

     Penyelesaian : 

  Syarat titik ekstrim : 

  f (x) = 0         

2

0)2(4

)2(4)(

3

3'







x

x

xxf

 

  Titik ekstrim: 

  f(x) = (2 – 2)4 = 0     (2, 0) 

  Menyelidiki naik turunya fungsi dengan interval : 

  Untuk x < 2  f (x) < 0 (negatif), berarti fungsi turun 

-3

P

2

Q

Y

X
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  Untuk x > 2  f (x) > 0 (positif), berarti fungsi naik 

 

 

 

3)  Tentukan  koordinat titik ekstrim dan harga ekstrim dari   y = x2 – 2x + 4 

 Penyelesaian : 

Syarat titik ekstrim : 

   y’ = 0    2x – 2 = 0  

                 x = 1 

   y = 12 – 2(1) + 4 = 3  

 Maka koordinat titik ekstrim adalah (1, 3) 

 Dengan uji turunan kedua : 

   y” = 2   y” > 0  

 Pada titik (1, 3) nilai  dari fungsi bernilai minimum 

4) Jumlah dua buah bilangan sama dengan 150. Jika hasil kali sebuah bilangan 

dengan kuadrat bilangan yang lain mencapai nilai maksimum, tentukan nilai 

kedua bilangan t serta nilai maksimum tersebut. 

Penyelesaian : 

Misalkan kedua bilangan tersebut adalah x dan y, sehingga didapatkan 

hubungan:  

x + y = 150      y = 150 – x 

Misalkan hasil sebuah bilangan dengan kuadrat bilangan yang lain dinyatakan 

dengan Z, maka Z sebagai fungsi x adalah : 

Z(x) = yx2 

Z(x) = (150 – x)x2 

Z(x) = 150x2 – x3  untuk 0  x  150 

Fungsi : Z(x) = 150x2 – x3 akan dimaksimumkan dengan menggunakan analisis 

turunan. 

Analisa dengan turunan pertama dan kedua dari Z(x) terhadap x adalah : 

2' 3x300x
dx

dZ
(x)Z     dan  

2

- - - - - - ++ + + +

x > 2x < 2
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    6x300
dx

Zd
(x)Z"

2

2

  

   Syarat titik ekstrim     0
dx

dZ
(x)Z'   

300x – 3x2 = 0 

3x (100 – x) = 0        x = 0 atau x = 100 

   Dengan uji turunan kedua : 

   x = 0    3006(0)300(x)Z"  ,   0(x)Z"   

   maka pada x = 0 terjadi nilai balik minimum 

   x = 100  3006(100)300(x)Z"  , 0)(" xZ  

   pada x = 100, terjadi nilai balik maksimum 

   Sehingga yang memenuhi adalah x = 100 dan y = 150 -100 = 50 

 

10.3. Dalam Bidang Ekonomi : Biaya Marginal, Keuntungan/kerugian dan 

Pulang Pokok 

Aplikasi turunan pada bidang ekonomi dapat disebutkan diantaranya untuk 

memperhitungkan biaya marginal, keuntungan/kerugian dan pulang pokok. 

Misalkan C(x) adalah biaya total yang dikeluarkan seseorang/sebuah perusahaan 

untuk menghasilkan x satuan barang tertentu. Fungsi C disebut sebagai fungsi biaya. 

Laju perubahan sesaat biaya terhadap banyaknya barang yang dihasilkan disebut 

sebagai Biaya Marginal.  

Biaya marginal :  

dx

dC  
x

C 

0x

Lim 





 

Misalkan sebuah perusahaan Es krim memperkirakan biaya memproduksi x es krim 

(dalam rupiah) adalah : C(x) = 25.000 + 10x + 0,02x2, maka biaya marginalnya 

adalah: 0,04x10(x)C
dx

dC '  , maka biaya marginalnya untuk tingkat produksi 1000 

buah es krim  adalah :  /buah50,Rp0,04(1000)10(1000)C '   

Penerimaan dan biaya merupakan variabel-variabel penting dalam mengetahui 

kondisi bisnis suatu perusahaan. Perusahaan mendapat keuntungan atau mengalami 
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kerugian dapat dianalisis dengan mengetahui penerimaan total (R) yang diperoleh dan 

biaya total (C) yg dikeluarkan. 

Keuntungan (profit positif, >0), didapat bila  R > C, kurva R terletak diatas kurva C). 

Kerugian (profit negatif,  < 0), apabila R < C,  kurva R terletak dibawah kurva C). 

Pulang Pokok (break-even) merupakan suatu konsep yang digunakan untuk 

menganalisis jumlah minimum produk yang harus dihasilkan atau terjual agar 

perusahaan tidak mengalami kerugian.  Keadaan Pulang Pokok (Profit nol,  = 0), 

terjadi apabila R = C dimana perusahaan tidak memperoleh keuntungan tetapi tidak 

juga  mengalami kerugian,  secara grafik ditunjukkan oleh perpotongan antara kurva 

R dan kurva C. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                   

           Gambar 10.2. Kurva R, C, Q 

 

Contoh-contoh  soal dan penyelesaiannya : 

1)   Biaya total produksi sejumlah x komputer setiap hari adalah : 25)35x2x
4

1
(   

rupiah dan harga jual setiap komputer x)
2

1
(50   rupiah. Agar diperoleh 

keuntungan optimal, berapa yang harus diproduksi komputer setiap harinya. 

     Penyelesaian : 

 Biaya produksi = 25)35xx
4

1
( 2   

 Hasil penjualan = x 2x
2

1
50xx)

2

1
(50   

0 Q* Q

C, R

R = r (Q)

C = c (Q)

TPP (= 0)

> 0

 0

Q     =  jumlah produk 

R      =  penerimaan Total 

C      =  Biaya Total 

  =  profit total ( = R – C) 

TPP  = Ttk Pulang Pokok  

            (break even point) 

Q*    =  posisi tingkat produksi 

            pulang pokok. 
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 Maka keuntungan : f(x) = (hasil penjualan) – (biaya produksi) 

   )x
2

1
(50x25)35xx

4

1
(f(x) 22   

         2515xx
4

3 2   

           15x
4

6
(x)f '   

            015x
4

6
0(x)f '   

                             10x15x
4

6
  

2)   Penerimaan total yg diperoleh sebuah perusahaan ditunjukkan oleh persamaan :            

R = -0,10 Q2 + 20 Q, sedangkan biaya total yang  dikeluarkan :                                 

      C = 0,25 Q3 – 3 Q2 + 7 Q + 20.  Hitunglah profit perusahaan ini jika dihasilkan 

dan terjual barang sebanyak 10 dan 20 unit. 

Penyelesaian  : 

                 = R – C = - 0,10 Q2 + 20 Q – 0,25 Q3 + 3 Q2 – 7Q – 20 

                 = - 0,25 Q3 + 2,90 Q2 + 13 Q – 20 

               Q = 10     = -0,25(10)3 + 2,90(10)2 + 13 (10) -20 

                                   = -250 + 290 + 130 – 20 = 150 (keuntungan) 

               Q = 20     = - 0,25(20)3 + 2,90 (20)2 + 13(20) – 20 

                                   = - 2000 + 1160 + 260 – 20 = - 600 (kerugian) 

  

10.4.  Kecepatan dan Percepatan 

Gerak suatu partikel P sepanjang suatu garis lurus secara lengkap dinyatakan 

oleh persamaan s = f(t), t  0 waktu, dan s jarak P dari suatu titik tetap yang tertentu 

0 pada lintasannya. 

Kecepatan (velocity) dari P pada waktu t adalah 
dt

ds
v   

Jika v > 0, P bergerak searah dengan naiknnya s. 

       v < 0, P bergerak searah dengan turunnya s. 

       v = 0, P dalam keadaan berhenti/diam. 
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Percepatan (accelaration) dari P pada waktu t adalah 
2

2

dt

sd

dt

dv
a   

Jika a > 0, v naik/bertambah; jika a < 0, v turun/berkurang. 

Kelajuan (speed) bertambah bila v dan a bertanda sama  

Kelajuan berkurang bila v dan a berlainan tanda. 

 

Contoh soal dan penyelesaiannya : 

1) Sebuah  benda  bergerak  sepanjang  garis  koordinat sehingga posisi s-nya 

memenuhi, s = 2t2 – 12t + 8, dengan s diukur dalam sentimeter dan t dalam 

detik. Tentukan kecepatan benda bilamana t = 1 dan t = 6.  

     a) Kapan kecepatannya 0 ? 

 b) Kapan ia positif ? 

 Penyelesaian  : 

  Jika digunakan lambang v(t) untuk kecepatan pada saat t, maka : 

   124t
dt

ds
v(t)   

  Jadi 8124(1)v(1)  cm/detik   

                   12124(6)v(6)   cm/detik 

a)  Kecepatan 0 bilamana 4t – 12 = 0, yaitu pada saat : 

4t = 12    t = 3 

b)  Kecepatan positif bilamana t > 3. 

      Hal ini dapat diperlihatkan secara skema pada gambar dibawah ini. 

 

 

 

 

 

2) Sebuah partikel bergerak sepanjang garis lurus dengan ketentuan 9t6tts 23 

Satuannya meter dan detik. 

Tempatkan partikel relatif terhadap titik awal 0 (ketika t = 0).  

Tentukan arah dan kecepatan serta tentukan apakah kelajuan bertambah atau 

berkurang ketika : 

-10 -5 0 5 10 s

t = 3

s = - 10

v = 0

t = 1, s = - 2, v = - 8 t = 0, s = 8, v = - 12

t = 6,  s = 8, v = - 12
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     (a)  t = 1/2    (c) t = 5/2 

     (b)  t = 3/2     (d) t = 4 

Penyelesaian : 

(a) Kecepatan pada saat t adalah :  912t3t
dt

ds
v(t) 2   

Pada waktu t = ½ det :  

    m/det9123)v(
4

15
2
12

2
1

2
1   

      m
8

25
96)s(

2
12

2
13

2
1

2
1   

Maka pada waktu t = ½ det, partikel berada pada 25/8 m di kanan 0 bergerak 

ke kanan dengan kecepatan v = 15/4 m/det, berkurang 

(b) Pada t = 3/2 det :     m/det9123)v(
4
9

2
32

2
3

2
3    dan  

             m
8

27
96)s(

2
32

2
33

2
3

2
3   

Maka pada waktu t = 3/2 det, partikel berada pada 27/8 m di kanan 0 bergerak 

ke kiri dengan v = -9/4 m/det, bertambah. 

(c) Pada t = 5/2 det :      m/det9123)v(
4

13
2
52

2
5

2
5    dan  

                                           m
8

5
96)s(

2
52

2
53

2
5

2
5   

Maka pada waktu t = 5/2 det, partikel berada pada 5/ 8m di kanan 0 bergerak 

ke kiri dengan v = -9/4 m/det, berkurang. 

(d) Pada t = 4 det :       m/det9941243v(4)
2

  

                m449464s(4)
23

  

Maka pada waktu t = 4 det, partikel berada pada 4 m di kanan 0 bergerak ke 

kanan dengan v = 9 m/det, bertambah. 

3)  Jumlah dari 2 bilangan positif = 20. tentukan bilangan-bilangan tersebut apabila : 

    a)  perkaliannya maksimum 

    b)  jumlah kuadratnya minimum 

    c)  perkalian dari kuadrat bilangan pertama dan pangkat tiga bilangan yang 

kedua adalah maksimum. 

       Penyelesaian : 
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        a) 10, 10        b) 10, 10  c) 8, 12 

 

10.5. Rangkuman  

Konsep turunan dapat digunakan dalam menentukan nilai ekstrim, nilai 

maksimum/minimum dari suatu fungsi, menentukan percepatan dan kecepatan,  serta 

dalam Bidang Ekonomi untuk menentukan Biaya Marginal, Keuntungan/kerugian dan 

Pulang Pokok. 

 

10.6. Latihan  

1)  Cari persamaan garis vertikal yang memotong kurva 54x2xxy 23   dan 

33x9x2x3y 23   pada titik-titik dimana garis singgung pada masing-masing 

kurva adalah sejajar. 

2)   Carilah koordinat titik ekstrim dan harga ekstrim dari   y = x2 – 2x +4 

3)   Kotak persegi panjang dibuat dari selembar papan, panjang 24 inci dan lebar 9 

inci, dengan memotong bujur sangkar identik pada keempat pojok dan melipat ke 

atas sisi-sisinya, seperti gambar. Cari ukuran kotak yang volumenya maksimum. 

Berapa volume tersebut ? 

 

 

 

 

 

 

 

 

4) Sebuah benda bergerak sepanjang garis horisontal menurut rumus                              

s = f(t) = t3 -9t2 + 24t. Tentukan : 

 (a) Bila s bertambah dan bila berkurang ? 

 (b) Bila v bertambah dan bila berkurang ? 

 (c) Bila kecepatan benda bertambah dan bila berkurang ? 

 (d) Carilah jarak total yang dilalui dalam gerakan 5 detik pertama. 

x

x

9

24  
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5)   Sebuah batu, yang dilemparkan vertikal ke atas dengan kecepatan awal 34,3 

m/det bergerak menurut rumus s = 34,3t – 4,9t2 di mana s adalah jarak dari titik 

awal. 

       Hitunglah: 

    (a) Kecepatan dan percepatan jika t = 3 dan jika t = 4 

    (b) Ketinggian maksimum yang dicapai  

    (c) Bilamana ketinggiannya 29,4 m? 
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PERTEMUAN 11 
INTEGRAL : 

RUMUS DASAR INTEGRAL 
 
 

Capaian 
Pembelajaran 

: Mahasiswa memahami dan mampu 
mengaplikasikan rumus-rumus 
dasar integral 

Sub Pokok 
Bahasan 

: 11.1. Pengertian integral 

11.2. Rumus-rumus Dasar Integral 

dasar 

11.3. Integral Fungsi Aljabar 

11.4. Integral Fungsi Eksponensial 

11.5. Integral Fungsi Trigonometri 

11.6. Integral Fungsi Invers 

Trigonometri  
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Integral merupakan invers dari diferensial (turunan), oleh karena itu sebagai 

materi prasyarat dalam membahas integral adalah materi turunan yang sudah dibahas 

pada bab sebelumnya. Pemahaman tentang konsep turunan dapat digunakan untuk 

memahami konsep integral.  

 

11.1.  Pengertian Integral 

Integral tak tentu (Indefinite Integral) merupakan sebuah bentuk operasi 

pengintegralan pada suatu fungsi yang menghasilkan suatu fungsi baru. 

Fungsi ini belum mempunyai nilai pasti sampai cara pengintegralan yang 

menghasilkan fungsi tidak tentu ini disebut sebagai integral tak tentu. 

Misalkan dalam  menentukan turunan dari fungsi-fungsi berikut : 

 f1(x) = 5x3 + 5 

 f2(x) = 5x3 + 7 

 f3(x) = 5x3  – 2 

Fungsi-fungsi tersebut memiliki bentuk umum f(x) = 5x3 + c, dengan c suatu 

konstanta. Setiap fungsi tersebut memiliki turunan f’(x) = 15x2 . 

Jadi, turunan fungsi f(x) = 5x3+ c adalah f’(x) = 15x2 . 

Kebalikannya, bagaimana jika menentukan fungsi f(x) dari f’(x) yang diketahui ? 

Menentukan fungsi f(x) dari f’(x), berarti menentukan antiturunan dari f’(x). Sehingga, 

integral merupakan anti turunan (anti diferensial) atau operasi invers terhadap 

diferensial. 

Pengintegralan fungsi f(x) terhadap x dinotasikan sebagai berikut : 

  cF(x)f(x)dx  

Dimana : 

 = notasi integral (yang diperkenalkan oleh Leibniz, seorang matematikawan 

Jerman) 

f(x)    = fungsi integral 

F(x)   = fungsi integral umum yang bersifat F(x) = f’(x) 

c = konstanta pengintegralan 

Jika F(x) adalah sebuah fungsi yang turunannya F(x) = f(x) pada interval 

tertentu dari sumbu-x, maka F(x) disebut anti-turunan atau integral tak tentu dari f(x) 
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yang diberikan oleh : F(x) + c , dengan c sebarang konstanta, disebut Konstanta 

Integrasi. 

 

11.2.  Rumus-rumus Dasar Integral 

Karena anti-diferensiasi adalah operasi invers dari diferensiasi, maka rumus-

rumus anti-diferensiasi dapat diperoleh dari rumus-rumus diferensiasi. 

Rumus-rumus dasar untuk integrasi dapat dibuktikan dari rumus diferensiasi 

bersangkutan. 

Berikut merupakan rumus dasar yang dapat digunakan dalam menyelesaikan 

persoalan integrasi, dimana c adalah konstatnta integrasi.  

 

11.2.1.  Integral Fungsi Aljabar 

1)    ckxdxk       k = konstanta    

2)  1,
1

1







mc
m

u
duu

m
m

    

3)  dxvdxudxvu    )(  

4)  dxuadxua   

5)  cu
u

du
 ln  

Contoh soal dan penyelesainnya :  

1.    C5xdx55dx     6. Cxln
x

dx
  

2.   C
6

x
dxx

6
5      7.  







C

x1

x1
ln

2

1

x1

dx
2    

3. 
    C56xxln

2

1

56xx

dx3x 2

2





             8.  

 dxx
x

dx 2/3

3 2
    

4. C
x

1
C

1

x
dxx

x

dx 1
2

2



 


                    c3x

1/3

x 1/3
1/3

  

5. C
4/3

z
dzzdzz

4/3
1/33      9.   




 4x

4)d(x

4x

dx
 

             Cz
4

3 4/3            C4xln   
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 10.    )dxx(xdxxx)(1 3/21/2
                16.   


 13)(x

dx

86xx

dx
22  

                    dxxdxx 3/21/2
                                         c

13)(x

1- 3)(x
 ln 

2

1
 




  

                 Cx
5

2
x

3

2 5/23/2                                             C
4x

2x
ln

2

1





  

11.  



 222 3(2x)

2dx

2

1

94x

dx
   17.  















dx

1x

1
1dx

1x

2x
 

                  C)94xln(2x
2

1 2                                  C1xlnx   

12.    16)ds24s(9sds4)(3s 22
    18. 




dx3x2)(x
3

1
dx

2x

x 21/43

4 3

2

 

               c16ss
2

1
24s

3

1
9 23 

















              Cu

3

4

3

1
duu

3

1 3/41/4                        

                         C16s12s3s 23                                     C2)(x
9

4 3/43   

13. 



)dx4x5(xdx

x

45xx 2

2

23

  19.   ?3)dx5x(2x 2    

                       c
1

4x
5xx

2

1 1
2 






                        dx3xdx5dxx2 2                           

                       c
x

4
5xx

2

1 2           C3x
2

5x

3

2x 23

                                               

14.  C1xln
2

1

1x

2xdx

2

1

1x

xdx 2

22





   

            1xlnClnC1xln
2

1 22   

             1ln 2  xC  

15.    dx.3x2)(x 223
      20.  









dx

9x

42x

2

1
dx

9x

2x
22

 

        Misalkan : dx3xduu2)(x 23                         






9x

dx
2

9x

2xdx
22

 

        Cu
3

1
duudx.3x2)(x 32223                                  C)9x2ln(x9x 22   

                              C2)(x
3

1 33   
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21.    32x

dx
 

       Misalkan : u = 2x – 3   du = 2 dx 

          Sehingga :   Culn
2

1

u

du

2

1

32x

dx


   

                                       C32xln
2

1
  

         Atau :             




 32x

3)d(2x

2

1

32x

dx
 

                                        C32xln
2

1
  

 

11.2.2.  Integral Fungsi Eksponensial  

1)   1,0;
ln

aac
a

a
dua

u
u  

2)   cedue uu
 

Contoh soal dan penyelesaiannya : 

1.    C
ln5

5
dx5

x
x     4.     Cedx)(edxe xxx

 

2.    dxaedxea xxx )(    5.   









2

/1

2

/1

x

dx
e

x

dxe x
x

 

                 
 

C
a

ea
C

ae

ae xxx





ln1)ln(

                       Ce x  /1
 

3.   )3(
3

1 33 dxedxe xx
   6.    


 1

2
1

2
x

x

x

x

e

dxe

e

dxe
 

              C
e x


3

3

                       Ce x  1ln2  

7.    )2(
2

1 22 dxadxa xx  

               C
a

a x
















ln2

1 2

 

8.   dxee xx 3)1( = ? 

        Misalkan : u = 1xe   du = dxe x  
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        Sehingga :   
 

C
e

C
u

duudxee
x

xx 


  4

1

4
)1(

44
33  

        atau :          C
e

ededxee
x

exxx

 



4

)1(
)1()1()1(

4
33  

 

11.2.3.  Integral Fungsi Trigonometri  

1)    cucosduu sin    6)  cucotucsclnduucsc   

2)  cusinduucos     7)    cutanduusec2  

3)  cusecduutan     8)    cucotduucsc2  

4)  cusinlnduucot     9)    cusecduutanusec  

5)    cutanuseclnduusec   10)    cucscduutanucsc  

Contoh soal dan penyelesaiannya : 

1.    dx
2

1
.x

2

1
sin2xdx

2

1
sin      4.    .3xdx3xcos

3

1
cos3xdx  

                    cx
2

1
 cos 2-               C3xsin

3

1
  

2. )dxx.(cosxsindxcosxxsin 22

   5.   .2dx2x tan
2

1
dx 2xtan  

                         d(sinx)xsin2

             C2x sec ln   

                         C
3

xsin3

  

3.   



x cos

dx x sin
dx

x cos

x sin
dx x tan        6.   Cxdxx 








 )4sin(

4

1
34cos3  

                Cx sec lnCx cos ln                              Cx  )4sin(
4

3
 

7. ?dxxcot x 2

  

     1/2duxdxdx 2xduxu:misalkan 2   

     Cx sin ln
2

1
Cu  sin ln

2

1
duu cotdxxcot x 22   2

1
 

8. xdxcosxsin5

  

     Misalkan : u = sin x  du = cos x dx 



138 
 

     Sehingga :   

    C
6

xsin
C

6

u
duuxdxcosxsin

66
55    

9.  xdxsin2
x

dxsinx
   

                  Cx  cos  

Persamaan-persamaan dibawah ini diperlukan untuk menyelesaikan integral-integral 

Trigonometri :  

1.  sin2x + cos2x = 1   11.   sin 2x = 2 sin x cos x 

2.  1 + tan2x = sec2x   12.   a2 = b2 + c2 – 2 bc cos  

3.  1 + cot2x = csc2x   13.  2 sin x cos y = cos (x - y) – cos (x + y) 

4.  sin2x =  x2cos1
2

1
    14.  2 sin x sin y = cos (x – y) – cos (x + y) 

5.  cos2x =  x2cos1
2

1
    15. 2 cos x cos y = cos (x – y) + cos (x + y) 

6.  2R
Csin

c

Bsin

b

Asin

a
   16. sin (x + y) = sin x cos y – cos x sin y 

7.  
ytanxtan1

ytanxtan
y)(xtg




   17. cos (x + y) = cos x cos y – sin x sin y 

8.  sin x + sin y = 






 







 

2

yx
cos

2

yx
sin2  

9.  sin x – sin y = 2 cos 






 







 

2

yx
sin

2

yx
 

10.  cos x – cos y = - 2 sin 






 







 

2

yx
.sin

2

yx
 

 

11.2.4.  Integral Fungsi Invers Trigonometri 

1)   


c
a

u
arc

ua

du
sin

22
                           

2)   


c
a

u
arc

aua

du
tan

1
22
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3)    


c
a

u
arc

aauu

du
sec

1

22
       

4)   c
au

au

aau

du







 ln
2

1
22

 

5)  c
ua

ua

aua

du







 ln
2

1
22  

6)   cauu
au

du






 




22

22
ln  

7)    cauu ln
au

du 22

22



  

8)   C
a

u
sinarca

2

1
uau

2

1
duua 22222   

9)  c)au(ulna
2

1
auu

2

1
duau 2222222   

10)  cauulna
2

1
auu

2

1
duau 2222222   

 

Contoh soal dan penyelesaiannya : 

1.   


C
2

x
sinarc

x4

dx
2

 

2.   


C
3

x
tanarc

3

1

x9

dx
2  

3.    





C
5

4x
sinarc

4

1

(4x)5

4dx

4

1

16x25

dx
222

 

4.    





C
3

2x
tanarc

6

1

3(2x)

2dx

2

1

94x

dx
222  

 

11.3.  Rangkuman  

Integral adalah bentuk operasi matematika yang menjadi invers (kebalikan) 

dari sebuah operasi turunan dan limit dari suatu fungsi. Integral sebagai invers atau 

kebalikan dari turunan yang disebut sebagai Integral Tak Tentu. Integral sebagai limit 

dari jumlah atau suatu luas daerah tertentu yang disebut Integral Tentu. 
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11.4.  Latihan   

Selesaikanlah soal-soal berikut ini : 

1. dxxxx )4542( 23      15.  xdx2sin  

2.  







 dx

x
xx

2

2

1
    16.  dxe x36  

3.   3)1(x

dx
      17.  12

2

x

x

e

dxe
  

4.   dyyy 341      18. dxx 2

1
cos   

5.   2

3
2x

xdx
      19. dxx

2tan    

6. dxxx 2
2

2 )4(       20. dxa
x4

     

7.  dxxx 2cot      21. dxe
x4

   

8. dxxx 3tan3sec      22.  dxex x32     

9. dxxx  )cos(sin      23. dxxx 3
2

2 sec  

10. dx
x

e x

 









2
     24. dxe x


 )32(  

11.   21

2

x

xdx
      25. dxxx

2cossin  

12. dxee
x

33)1(       26.  



136

)32(
2 xx

dxx
 

12. dxxx cossin 3

      27. 
 43

2

x

dxx
 

13. dxxx 25 sectan     28.  
dx

x

x
33

2

)2(

8
 

14. 


dx
x

4

25
     29.   dxxx )1cos( 2
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PERTEMUAN 12 
INTEGRAL : 

INTEGRAL PARSIAL DAN 
INTEGRAL TERTENTU 

 

Capaian 
Pembelajaran 

: Mahasiswa memahami dan mampu 
mengaplikasikan rumus-rumus 
dasar integral 

Sub Pokok 
Bahasan 

: 12.1. Integral Parsial 
12.2. Integral Tertentu  

Daftar Pustaka : 1. Edwin J. Purcell and Dale 
Varberg, “Kalkulus dan Geometri 
Analitis”, Jilid I, Edisi Kelima, 
Penerbit Erlangga, 1999.  

2. Thomas, ”Calculus with Analityc 
Geometric" 

3. Frank Ayres, JR.,Ph.D.  
“Kalkulus”, Seri Buku Schaum 
Teori dan Soal-soal, Edisi Kedua, 
Penerbit Erlangga. 

4. Yusuf Yahya, D. Suryadi H.S, 
dan  Agus S, “Matematika Dasar 
untuk Perguruan Tinggi”, 
Penerbit Ghalia Indonesia. 

 

 

Widya Gama Lumajang
Institut Teknologi dan bisnis
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5. N. Soemartojo, Dra, Prof, 
“Kalkulus”, Edisi Ketiga, Penerbit 
Erlangga, 1993. 

6. Robert Wrede, Ph.D, Murray R. 
spiegel, Ph.D, “Teori dan soal-
soal Kalkulus Lanjutan”,  
Schaum’s Outline, Edisi kedua, 
Penerbit Erlangga. 
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12.1.  Integral Parsial (Bagian) 

Suatu bentuk integral yang sering timbul, adalah suatu integral yang 

integrannya merupakan hasil ganda dari suatu fungsi x, dengan differensial dari fungsi 

x yang lain. 

Andaikan U dan V fungsi dari x, maka dicari hasil dari bentuk : 

  U.dV  

Dalam hitung differensial telah diketahui, bahwa : 

  d(U.V) = U dV + V dU 

atau   U dV = d (U.V) – V dU 

maka :   

 

Contoh soal dan penyelesaiannya : 

1.   Tentukan :  dxex
2x3

       

      Penyelesaian :                                                              

      Misalkan :  U = 2x   dU = 2x dx                              

      dan         :  dV = 
2xe x dx    

2

2

1 xeV                       

      Maka : dxxeex
2

1
dxex

222 xx2x3

                      

                              Ce
2

1
ex

2

1 22 xx2                                                                                       

2.   Hitung : dxxx sin  

      Penyelesaian : 

      Misalkan :   U = x  dx = du 

      dV = sin x dx  v = dxx  sin  = - cos x 

      Maka : 

       x)dx cos(x cos xdxx sinx  

                      Cxxx  sincos  

      Atau :     dxxdxdxxx ][cossin  

Integral dengan bentuk ini disebut integral parsial.   dUVU.VdVU  
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3.  Hitung : dxxx ln  

      Penyelesaian : 

      Misal :  U = ln x   dU = 1/x dx 

      dan     dV = x dx  
2

x
V

2

  

        )(ln
2

1
ln

2

1
)

2

1
(lnln 222 xdxxxxxddxxx  

                                           dx
x

xxx
1

2

1
ln

2

1 22
 

                                           xdxxx
2

1
ln

2

1 2
 

                                          Cxxx  22

4

1
ln

2

1
 

4. Selesaikan : dxxe x

 sin2
 

     Penyelesaian : 

     Bentuk integral di atas ini dapat diselesaikan dengan menggunakan dua cara,  

   a)  Bila misalkan :    U1 = e2x                dU1 = 2e2x dx 

           dV1 = sin x dx       V1 = - cos x 

            Maka :  

              xdxexedxxe xxx cos2cossin 222
 

     Kemudian misalkan lagi :   U2 = e2x 

                              dV2 = cos x dx       V2 = sin x 

                dxxexexedxxe xxxx sin4sin2cossin 2222
 

    Suku ketiga dari bagian kanan, maka terdapat : 

                    xxedxxe xx cossin2sin5 22   

    Jadi :      Cxxedxxe xx  cossin2
5

1
sin 22

 

b)   Bila dimisalkan :    U1 = sin x   dU = cos x dx 

               dV1 = e2x dx   V = ½ e2x 

      Maka : 
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             dxxexedxxe xxx cos
2

1sin
2

1sin 222
 

      Kemudian misalkan :  U2 = cos x    dU = - sin x dx 

    dV = e2x dx   V = ½ e2x 

      sehingga : 

        xdxexexedxxe xxxx sin
4

1cos
4

1sin
2

1sin 2222
 

      Suku ketiga dari bagian kanan, maka terdapat : 

               xxedxxe xx cossin2
4

1sin
4

5 22   

       Jadi :      Cxxedxxe xx  cossin2sin 22
 

 

12.2. Integral Tertentu 

Jika fungsi f(x) terdefenisi  pada interval tertutup [a, b], maka integral tertentu 

dari f(x) dari a ke b dinyatakan oleh 
b

a

dxxf )( , diberikan oleh  





b

a

n

i

i
x

xxfdxxf
i 1

0
)(lim)(

jika limitnya ada. 

Jika notasi untuk integral tertentu 
b

a

dxxf )( , maka f(x) disebut integran a disebut 

batas bawah dan b disebut batas atas. 

Jika fungsi f(x) kontinu pada interval tutup [a,b], maka f(x) dapat diintegrasikan pada 

[a,b]. 

 

Sifat-sifat Integral Tertentu : 

Jika f(x) dan g(x) kontinu pada interval integrasi a  x  b, maka : 

1. 0)( 
b

a

dxxf  

2. dxxfdxxf

a

b

b

a

)()(    

3. konstanta sembarang untukdx,f(x)kkf(x)dx
b

a

b

a

   
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4.   






b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()()()(  

5. b dan a antara x nilai satu sedikit paling untuk )a)f(x(bf(x)dx oo

b

a

  

6. bca : jika , dx f(x)dx f(x)dx f(x)
b

c

b

a

c

a

    

7. Jika F (u) = 
u

dxxf
0

)( , maka 
du

d
 F(u) = f(u) 

8. )()()()( aFbFxFdxxf
b

a

b

a

  

9.  baervaldalamxgxfjikadxxgdxxf

b

a

b

a

,int)()(,)()(    

 

Contoh soal dan penyelesaiannya : 

1. Selesaikanlah :  

6

1

2)2( dxx        2.  Selesaikan : 
3

1

2 dxx     

Penyelesaian :                                 Penyelesaian :                                                                            

 

6

1

2

6

1

2 )44()2( dxxxdxx                     33

3

1

3

3

1

2 13
3

1

3

1









 xdxx                                               

                 
6

1

23 42
3

1








 xxx                                           

3

2
8

3

26
                       

                     

3

2
2142

3

1
2472

3

216

)1(4)1(2)1(
3

1
)6(4)6(2)6(

3

1 2322







































 

3. Selesaikan :  




2

2

2 4x

dx
 

Penyelesaian : 

2

2

2

2

2 2

x
tanarc

2

1

4x

dx



 

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4π

1

π
4

1
π

4

1

2

1





















 

4. Selesaikan :   

0

2/

0

2/

)2()2sin(
2

1
)2sin(

 

xdxdxx  

       Penyelesaian : 

        

0

2/

0

2/

)2()2sin(
2

1
)2sin(

 

xdxdxx  

                          

0

2/

)2cos(
2

1










 x  

                          

 

  1)]1(1[
2

1
)cos()0cos(

2

1

)2..2cos()0.2cos(
2

1









 

5.  Selesaikan :    

3

2

x/2
3

2

x/2 )
2

x
d(e2dxe  

      Penyelesaian :  

             

3

2

x/2
3

2

x/2 )
2

x
d(e2dxe  

                        )e2(e]2[e 13/23
2

x/2    

                        )e2(e 3/21    

6.  Selesaikan :   

2

0

2 5 dxxx  

      Penyelesaian : 

       

2

0

2

0

21/222 5).(1/2)d(x5)(xdx5xx  

       
2

0

3/22
2

0

3/22 5)(x
3

1
5)(x

3/2

1

2

1









  

                        
3/223/22 5)(0

3

1
5)(2

3

1
        

                        
3

55
9)55(27

3

1
)5(9

3

1 3/23/2                         
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7.  Selesaikan :  



3

1
3

2

3

1
dx

xx

x
 

     Penyelesaian : 

    Misalkan :   U = x3 + 3x      dU = 3x2 + 3 

                  1/3 dU = x2 + 1 

     Maka :     dUU
3

1

U

dU

3

1
dx

3xx

1x
3

1

1/2
3

1

3

1
3

2







 

                                       
3

1

3 3xx
3

2
  

                                       3(1)1
3

2
3(3)3

3

2 33   

                      
3

4
22   

8.    Hitung :   

2

0

55 dxe x
    

        Penyelesaian :          

          

2

0

2

0

2

0

5x5x dxe5dxdxe5                

                        

2

0

5xe
5

1
5x 








                                                                

                        
10

010

e
5

1

5

4
9

e
5

1
0e

5

1
10






















                        

9. Selesaikan :  
2/

0

2 sincos



xdxx  

      Penyelesaian : 

     Misalkan : U = cos x          dU = - sin x dx 

     

π/2

0

2
π/2

0

2 dUUdx x sin xcos  
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 
3

1
10

3

1

xcos
3

1
U

3

1 π/2

0

3
π/2

0

3





 

10. Selesaikan :   

1

0

22 2 dxxx  

         Penyelesaian : 

            dx4x4xxdx2xx
1

0

234
1

0

22

   

                            
1

0

345 x
3

4
xx

5

1








  

                             
15

38
0(1)

3

4
(1)(1)

5

1 345 







  

11.  Selesaikan :   

2/

0

)sin2(



dxxx  

Penyelesaian : 

  

2/

0

2/

0

2/

0

sin2)sin2(

  

xdxxdxdxxx  

                         
2/

0

2/

0

2 )cos(


xx   

                         

   

1
4

0cos)2/cos(0)2/(

2

2









 

 

12.3. Rangkuman   

Integral parsial didasarkan pada rumus turunan dari perkalian dua fungsi : 

dx

du
v

dx

dv
u[uv]

dx

d
    

Integral tentu yaitu suatu integral fungsi yang memiliki batas atas dan batas bawah 

untuk disubstitusikan pada hasil pengintegralan. Jika integral dari f(x) adalah F(x), 

maka :     

b

a

F(a)F(b)f(x)dx . 
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12.4. Latihan  

A. Gunakan pengintegralan parsial untuk menyelesaikan soal-soal berikut ini : 

1. dxxe x

 2sin      8.  xdxx 2sec  

2.  dx
x

x)ln(ln
     9.  dxxe x cos  

3.  dxxarc tan      10.  dxxx cos2
 

4.  dxxarc sin       

5. dxxe x

       11.  dxxx sin2
 

6.  xdxx 3sin      12.  dxe x
 

7.   dxxx 1      13.  dxxx ln2
 

 

B. Selesaikan integral tertentu dibawah ini : 

1.  

4

0

)32( dxx      8.  

t

dxtx
0

2)2(  

2.  

2

1

3 )74( dxx      9. 
2

0

cossin2 xdxx  

3. 
2

1

2

1
dw

w
      10. 

4/

0

2sin



dxx  

4. 














2

4

3

2 1
dy

y
y      11.   

2

0

2 4 dxxx  

5. 


4

1

2

4 8
ds

s

s
      12.   

10

5
35

4

x

dx
 

6. 
2/

6/

sin2





dtt      13. 




0

1
dx

e

e
x

x

 

7.  

1

0

102 )2()1( dxxx      14.  

2

0

5 )5( dxe x
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15.   

2

1
34x

dx
     19. 



2

0 52x

dx
 

16. 


4

2
2 15x

xdx
    20. 

b

a
x

xdxln
 

17.  

a

dxxa
0

22
    21.  


5

0
1

)1ln(

x

dxx
 

18. 
2/

0

cos sin



dxxe x
    22.  

1

0

4 )2(
2

dxxe xx
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PERTEMUAN 13 

INTEGRAL DARI FUNGSI RASIONAL  
 

Capaian 
Pembelajaran 

: Mahasiswa memahami dan mampu 
menyelesaikan persoalan integral 
dengan metode subsitusi dan 
mampu mampu menyelesaikan 
integral Fungsi Rasional   

Sub Pokok 
Bahasan 

: 13.1. Metode menyelesaikan soal 
integral dengan metode 
subsitusi 

13.1.1. Subsitusi Fungsi Aljabar 
13.1.2. Subsitusi Dengan 
             Trigonometri 
13.2. Integral dari Fungsi Pecah 

Rasional 
13.2.1. Semua Faktor dari 

 Penyebut Linier dan 
 Berlainan 

13.2.2. Semua faktor dari 
penyebut linier, tetapi ada 
beberapa yang sama 
(berulang) 

 

 

Widya Gama Lumajang
Institut Teknologi dan bisnis

METODE INTEGRAL  
INTEGRAL DENGAN SUBSITUSI, 
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13.2.3. Beberapa Faktor Penyebut 
adalah Kuadratis dan Tak 
Berulang 

Beberapa Faktor Penyebut adalah 
kuadratis dan berulang  

Daftar Pustaka : 1. Edwin J. Purcell and Dale 
Varberg, “Kalkulus dan Geometri 
Analitis”, Jilid I, Edisi Kelima, 
Penerbit Erlangga, 1999.  

2. Thomas, ”Calculus with Analityc 
Geometric" 

3. Frank Ayres, JR.,Ph.D.  
“Kalkulus”, Seri Buku Schaum 
Teori dan Soal-soal, Edisi Kedua, 
Penerbit Erlangga. 

4. Yusuf Yahya, D. Suryadi H.S, 
dan  Agus S, “Matematika Dasar 
untuk Perguruan Tinggi”, 
Penerbit Ghalia Indonesia. 

5. N. Soemartojo, Dra, Prof, 
“Kalkulus”, Edisi Ketiga, Penerbit 
Erlangga, 1993. 

6. Robert Wrede, Ph.D, Murray R. 
spiegel, Ph.D, “Teori dan soal-
soal Kalkulus Lanjutan”,  
Schaum’s Outline, Edisi kedua, 
Penerbit Erlangga. 
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13.1.  Integral Dengan Menggunakan Subsitusi  

Bila integral tak tentu   dxxf )(  tidak dapat langsung diintegralkan dengan 

menggunakan rumus-rumus dasar integrasi, maka dapat diubah bentuk integrannya 

ke suatu bentuk dengan cara mengganti peubah x. 

 Peubah x atau fungsi dari peubah x diganti dengan suatu fungsi yang memiliki 

perubah baru, misalnya mengubah U atau V, sedemikian sehingga dapat diintegralkan 

dengan cara-cara yang sudah diketahui. Juga, dx harus diganti dalam bentuk suku 

dari U dan dU atau v dan dV. 

Misalkan : 

 x =  (U)    dx = ’(U) dU 

Maka integral tak tentu di atas menjadi :    

    (U)dU'(U)fdxf(x)   

                        CUFdUU )()(  

Oleh karena bentuk integral tak tentu adalah dari fungsi x, maka pada hasil yang 

terakhir peubah U harus dikembalikan ke fungsi semula dengan peubah x. 

 

13.1.1. Subsitusi Fungsi Aljabar 

a) Jika integran memuat pangkat pecahan dari bentuk a + bx 

Diambil subsitusi, untuk a + bx  suatu U yang memiliki pangkat, sehingga sesuai 

dengan a + bx. 

Contoh soal dan penyelesaiannya : 

1. Selesaikan :  
 5x

dxx
 

Penyelesaian : 

Misalkan :    U2 = x + 5    2U dU = dx 

           x = U2 – 5 

Maka :        



 U

dU 5)U(U
2

5x

dxx 2

 

                               5)dU(U2 2  c10UU
3

2 3   
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Sehingga : c5x105)(x
3

2

5x

dxx 3 


  

2. Tentukan :   2/3

2

3x)(4

dxx
 

Penyelesaian : 

Pangkat pecahan dari (4 + 3x) adalah 2/3, maka diambil : U3 = (4 + 3x)    

3U2 dU = 3 dx     dx = U2 dU 

Dari :  U3 = (4 + 3x)     x = 1/3 (U3 – 4) 

Jadi :  





 2

223

2/3

2

U

dU.U4)(U

9

1

3x)(4

dxx
 

                

CU
9

16
U

9

2
U

63

1

16)dU8U(U
9

1

dU4)(U
9

1

47

36

23











 

Untuk mendapatkan hasil integral yang terakhir, peubah U diganti dengan suku 

dari x, yaitu :  U = (4 + 3x)1/3 

Maka : C3x)(4
9

16
3x)(4

9

2
3x)(4

63

1

3x)(4

dxx 1/34/37/3

2/3

2


  

b)  Jika integran memuat pangkat pecahan dari bentuk : a + bxn  

Diambil subsitusi, untuk a + bxn suatu U yang memiliki pangkat sehingga sesuai 

dengan a + bxn. 

Contoh : 

1) Selesaikan : dxxx  35 3  

Penyelesaian : 

Misalkan : U2 = x3 + 3    2U dU = 3x2 dx 

Maka       : x5 dx = 2/3 U (U2 -3)dU    x3 = U2 – 3 

Sehingga : 

  3)dU(UU
3

2
dxx3x 2235
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                           )dU3U(U
3

2 24  

                         

 

  C12x3)(x
15

1

C53)2(x3)(x
15

1

C5)(2U1/15U

C)5U(2U
15

1

CU
3

1U
15

2

33/23

33/23

23

35

35











 

2) Tentukan :   2/12

3

)8(x

dxx
 

Penyelesaian : 

Misalkan : U2 = x2 + 8     2U dU = 2x dx 

       x2 = U2 - 8 

Maka :  x3 dx = U (U2 – 8) dU 

Sehingga :     



 4

2

1/22

3

U

8)dUU(U

8)(x

dxx
 

                                    

C
U

4
lnU

U

8dU

U

dU

dU
U

8UU

2

3

4

3








 



 

Jadi : C
8x

4
8xln

8)(x

dxx
2

2

1/22

3





  

 

13.1.2.  Subsitusi Dengan Trigonometri 

Jika integran memiliki bentuk : 

a)  U sin 
b

a
  x;  subsitusi  diambil ,xba 222   

b)   U tan 
b

a
  x;  subsitusi  diambil ,xba 222   

c)   Usec  
b

a
  x;  subsitusi  diambil ,xb 22  2a  
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Contoh soal dan penyelesaiannya :  

1) Tentukan dx
x

x


 249
 

Penyelesaian :  

Misalkan : 

x = 3/2 sin U      dx = 3/2 cos U dU 

Maka : 

 

UdU Cos
2

3.
sinU

2
3

U9sin9
dx

x

4x9 22







 

                   

C4x9
2x

4x93
ln 3

CU 3cosU) ctgUln(cosec  3

dU 
U sin

U)(sin - 1
3 

U sin

UdU cos
3

2
2

2

2

















 

2) Selesaikan : dx
4x

x
2

2




 

Penyelesaian : 

Misalkan : 

x = 2 sec U    dx = 2 sec U tg U dU 

Maka : 

 
 U tg 2

dU U tg U2sec  U. sec 4
dx

4x

x 2

2

2

 

                  dU Usec 34  

                 
C4xxln 24xx

2
1

CU tgUsec  ln 2U tg U2sec 

22 



 

 

13.2. Integral dari Fungsi Pecah Rasional 

Suatu polinominal dalam x adalah suatu fungsi dengan bentuk :         

ao xn + a1 xn-1 + a2 xn-2 + ....... + an-1 + an  dimana ai (i = 0, 1, 2, ..........., n) adalah 

konstanta dan n bulat positif dan termasuk nol. 

3

U

2x

249 x
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Tiap-tiap polinominal dengan koefisien riil dapat dinyatakan sebagai perkalian dari 

faktor-faktor linier yang riil dalam bentuk ax + b dan atau faktor-faktor kuadratis yang 

riil dalam bentuk ax2 + bx + c.  

Suatu fungsi F(x) = 
g(x)

f(x)
, dimana f(x) dan g(x) adalah polinomial, disebut : Fungsi 

Pecah Rasional.  

Jika pangkat f(x) lebih rendah daripada pangkat g(x), F(x) disebut Proper, 

untuk sebaliknya F(x) disebut Improper. 

Bentuk pecahan rasional yang improver dapat dinyatakan sebagai jumlahan dari suatu 

polinomial dan suatu pecahan rasional yang proper. 

Sebagai contoh : 

  
2323

34

xx

1x
x

xx

1xxx









 

Setiap pecahan rasional yang proper dapat dinyatakan sebagai suatu jumlahan dari 

pecahan-pecahan yang sederhanan yang penyebutnya berbentuk : 

(ax + b)n atau/dan (ax2 + bx + c)n, dimana n bulat positif.  

4 Kemungkinan yang timbul dalam pecahan rasional proper : 

a. Semua faktor dari penyebut linier dan berlainan 

b. Semua faktor dari penyebut linier, tetapi ada beberapa yang sama (berulang) 

c. Beberapa faktor penyebut adalah kuadratis dan tak berulang 

d. Beberapa Faktor Penyebut adalah kuadratis dan berulang 

 

13.2.1. Semua Faktor dari Penyebut Linier dan Berlainan 

Jika pecahan rasional yang proper F(x), penyebut g(x) dapat dinyatakan 

sebagai perkalian faktor-faktor linier yang berlainan, misalnya : 

g(x) = (x – a1)(x – a2) ............. (x – an) 

dimana : n321 a..........aaa  , maka : 

 F(x) = 
n

n

3

3

2

2

1

1

ax

A
......................

ax

A

ax

A

ax

A

g(x)

f(x)











  

Untuk menghitung A1, A2, ...... An kedua bagian diatas disamakan, atau mengambil 

harga-harga x tertentu. Jadi disini ada dua metode untuk menghitung koefisien-

koefisien tak tentu tersebut.  
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Contoh soal dan penyelesaiannya : 

1)  Tentukan : dx
6xx

13x
2 


 

     Penyelesaian : 

     Penyebut :    3)1)(x(x6xx2   

     Oleh karena itu, pecahan rasional dapat ditulis : 

         
3x

B

2x

A

3)2)(x(x

13x










 

         
3)2)(x(x

2)B(x3)A(x




  

     Maka dipenuhi bentuk : 

     3x – 1 = A(x - 3) + B(x + 2) 

     setara/ekivalen dengan : 

     3x – 1 = (A + B)x + (-3A + 2B) 

    Untuk menentukan nilai A dan B : 

    Bagian kiri identik dengan bagian kanan, berarti koefisien-koefisien dari x yang  

berpangkat sama dari kedua bagian tersebut harus sama. 

    Jadi :  Koefisien   x     3 = A + B 

  Koefisien  xo    -1 = -3A + 2B 

    Dari dua persamaan tersebut diperoleh A = 7/5 dan B = 8/5. Sehingga 

  
3x

5
8

2x
5

7

3)2)(x(x

13x

6xx

13x
2 













 

    dan  :       








dx

3x

1

5

8
dx

2x

1

5

7
dx

6xx

13x
2  

                    C3xln
5

8
2xln

5

7
  

 

13.2.2. Semua faktor dari penyebut linier, tetapi ada beberapa yang sama 

(berulang) 

Untuk tiap faktor linier ax + b yang timbul n kali dalam penyebut dari pecahan 

rasional, kita tulis sebagai penjumlahan dari n pecahan parsial dalam bentuk : 
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  n
n

3
3

2
21

b)(ax

A
................

b)(ax

A

b)(ax

A

bax

A











 

dimana Ai ( i = 1, 2, …………., n) konstanta yang harus dicari. 

Contoh soal dan penyelesaiannya : 

1) Tentukan : dx
3)2)(x(x

19)22x(3x
2

2

 


 

    Penyelesaian : 

    Perhatikan : 

 22

2

3)(x

C

3x

B

2x

A

3)2)(x(x

1922x3x













 

 )2C(x3)2)(xB(x3)A(x1922x3x 22   

    Dengan menyelesaikan persamaan ini didapatkan nilai A = 3, B = 0 dan    C = -4. 

    Maka :        








22

2

3)(x

dx
4

2x

dx
3dx

3)2)(X(x

19)22x(3x
 

             C
3x

4
2)ln(x3 


  

 

13.2.3. Beberapa Faktor Penyebut adalah Kuadratis dan Tak Berulang 

Untuk tiap-tiap faktor yang memiliki bentuk : 

cbxax2  , dinyatakan sebagai pecahan parsial dari bentuk : 
cbxAx

BAx
2 


 

Contoh soal dan penyelesaiannya : 

1)  Tentukan :   xx

dx
3  

      Penyelesaian : 

      Penjabaran disini adalah : 

      
1)x(x

C)x(Bx1)A(x

1x

CBx

x

A

1)x(x

1

xx

1
2

2

223 













 

      Maka :      1 = C)x(Bx1)A(x2   

             1 = ACxB)x(A 2   
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  Dengan menyelesaikan persamaan tersebut didapatkan nilai A = 1, B = -1 dan           

C = 0 

  Jadi :          



dx

1x

x

x

dx

xx

dx
23  

              C1)ln(x1/2xln 2   

                = ½ ln C
1x

x
2




 

 

13.2.4. Beberapa Faktor Penyebut adalah kuadratis dan berulang 

Untuk faktor kuadratis dengan bentuk  cbxax2   yang berulang n kali dalam 

penyebut pada pecahan rasional yang proper, ditulis sebagai jumlahan dari n pecahan 

parsial dalam bentuk : 

 n2
nn

22
22

2
11

c)bx(ax

BxA
..................

c)bx(ax

BxA

cbxax

BxA














 

di mana A1 dan B1 konstanta yang harus dicari. 

Contoh soal dan penyelesaiannya : 

1) Tentukan :   


xd

2)(x

3x2x
22

3

 

     Penyelesaian : 

     Penjabaran disini adalah :  22222

3

2)(x

DCx

2x

BAx

2)(x

3x2x














 

                                                           22

2

2)(x

D)(Cx2)B)(x(Ax




  

     Maka :  )D(Cx2)B)(x(Ax3x2x 23   

      D)(2BC)x(2ABxAx3x2x 233   

     Dengan menyelesaikan persamaan ini, didapatkan : 

     Koefisien  x3     2 = A 

     Koefisien  x2     0 = B 

     Koefisien   x1       1 = 2A + C  dan C = -3 

     Koefisien  x0      3 = 2B + D  dan D = 2 
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     Jadi bentuk integral :        










dx

2)(x

23x
dx

2x

2x
dx

2)(x

3x2x
22222

3

 

                                 =   





2222

2

2)(x

dx
2

2)(x

xdx
32)ln(x  

      Diselesaikan dulu integral : 

 dqqsec2dxqtq2xmisalkan,
2)(x

dx 2

22


  

                   qsec21)q2(tg2x 222   

   


dqqcos2
4

1dq
q4sec

qsec2

2)(x

dx 2

4

2

22  

            dq2q)cos(1
2

12
4

1  

          csin2q
2

1
q2

8
1 








  

         C
2)4(x

x

2

x
tgarc2

8
1C2q)sin

2
1(q2

8
1

2



  

     Hasil integral seluruhnya : 

 C
2)2(x

3x

2

x
tgarc2

4
12)(xlndx

2)(x

3x2x
2

2

22

3










  

 

13.3. Rangkuman 

 Metode integral dengan subsitusi  merupakan salah satu metode untuk mencari 

suatu  integral dengan mensubsitusikan salah satu variabel dan mengubahnya 

menjadi sebuah bentuk yang lebih sederhana.  

 Integral fungsi rasional dapat diselesaikan dengan cara melihat akar-akar dari 

fungsi g(x). Dengan mengubah fungsi pecah rasional tersebut 

menjadi jumlahan fungsi pecah rasional berderajat satu atau 

dua, sehingga dapat dihitung nilai integralnya dengan metode substitusi 

maupun dengan cara yang lain. 
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13.4. Latihan  

Selesaikan dengan integral fungsi rasional untuk soal-soal dibawah ini : 

1.  


dx

3)2)(x(x

3)(2x
    6.  

xd
5)3)(x1)(x(x

xdx
 

2.  


dx

2xxx

1)(x
23     7.   2)(x1)(x

dx
2  

3.  


32

3

2)(xx

1)dx(x
    8.  


dx

4x4xx

8x
23  

4.  


dx

xx

1xxx
23

34

   9.  1)x(x

dx
2  

5.  


dx

2)1)(x(x

1)(2x
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PERTEMUAN 14 
PENGGUNAAN INTEGRAL  

 

Capaian 
Pembelajaran 

: Mahasiswa memahami konsep 
dasar integral dan  mampu 
menentukan luas daerah bidang 
dengan metode integrasi 

Sub Pokok 
Bahasan 

: 14.1. Luas daerah bidang datar 
dengan integral 

14.2. Volume benda putar. 
14.3. Volume Benda Putar dengan 

Penampang Lintang yang 
Diketahui 

Daftar Pustaka : 1. Edwin J. Purcell and Dale 
Varberg, “Kalkulus dan Geometri 
Analitis”, Jilid I, Edisi Kelima, 
Penerbit Erlangga, 1999.  

2. Thomas, ”Calculus with Analityc 
Geometric" 

3. Frank Ayres, JR.,Ph.D.  
“Kalkulus”, Seri Buku Schaum 
Teori dan Soal-soal, Edisi Kedua, 
Penerbit Erlangga. 

4. Yusuf Yahya, D. Suryadi H.S, 
dan  Agus S, “Matematika Dasar 
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untuk Perguruan Tinggi”, 
Penerbit Ghalia Indonesia. 

5. N. Soemartojo, Dra, Prof, 
“Kalkulus”, Edisi Ketiga, Penerbit 
Erlangga, 1993. 

6. Robert Wrede, Ph.D, Murray R. 
spiegel, Ph.D, “Teori dan soal-
soal Kalkulus Lanjutan”,  
Schaum’s Outline, Edisi kedua, 
Penerbit Erlangga. 
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14.1.  Luas Daerah Bidang dengan Integrasi  

Luasan sebagai limit Penjumlahan 

Jika f(x) kontinu dan tidak negatif dalam selang a  x  b, integral tertentu 







n

1k
kk

n

b

a

x)Δf(xlimdxf(x)  dan dijelaskan secara geometris. Misalkan selang a  x  b 

dibagi menjadi n sub interval h1, h2,......hn yang panjangnya xxx n ,.......,, 21  (boleh 

juga untuk mudahnya diambil xxx n ......21 . Ambil sembarang titik x = xi 

pada masing-masing hi, dan bentuk persegi panjang yang alasnya hi (jadi panjangnya  

xi ) dan tingginya f(xi). Persegi panjang itu disebut persegi panjang pendekatan. 

Luas persegi panjang = f(xi) xi , dan jumlah luas n persegi panjang :    


n

1k
kk x)Δf(x  

yang mana merupakan pendekatan dari luas daerah dibatasi oleh f(x), sumbu X serta 

garis-garis x = a dan x = b. Kalau 0 xk , banyaknya subinterval n   maka luas 

daerah tersebut adalah :   




b

a

n

1k
kk

n
f(x)dxx)Δf(xlimLLuas  

 

Luasan dengan Integrasi 

Langkah-langkah yang perlu untuk membentuk integral tertentu yang menghasilkan 

luas yang diminta adalah : 

(1) Buat suatu gambar, yang menunjukkan a) luas yang dicari, b) wakil pita, dan c) 

persegi panjang yang didekati. Sebagai suatu kebijaksanaan, akan ditunjukkan 

wakil sub selang yang lebarnya x ( atau y) dan titik kx (atau ky ) pada sub selang 

tersebut. 

(2) Tulis luas persegi panjang yang didekati dan jumlahnya untuk n buah persegi 

panjang 

(3) Misalkan jumlah persegi panjang menuju tak terhingga dan gunakan teorema 

dasar integrasi. 

 

Contoh soal dan penyelesaiannya : 

1) Tentukan luas daerah yang dibatasi oleh garis y = x , sumbu x, x = 1 dan x = 3. 

  Penyelesaian : 
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       42/1

3

1

1

3

2   xdxxLuas  

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 13.1. Daerah bidang yang dibatasi garis y=x , sumbu x, x=1 dan x=3 

 

2)   Hitung  luas daerah  yang  dibatasi  oleh fungsi   y = x2 + 7x – 1 dan garis lurus    

y = 2x -7.  

  Penyelesaian : 

  Tentukan titik potong kurva sebagai batas integral : 

   x2 + 7x – 1 = 2x – 7 

   x2 + 5x + 6 = 0 

   (x + 3)(x + 2) = 0 

   x = -3 dan x = -2 

   Luas daerah yang dimaksudkan adalah : 

      






3

2

2 dx65xxLuas  

                 
3

2

2
2
53

3
1 6xxx





  

                     2)(3)(623
2

5
23

3

1 2233
  

          
6

1
6

2

25

3

19
    

Untuk mudahnya, dapat disimpulkan sebagai berikut : 

(A) Kalau f(x) kontinu pada interval a  x  b dan  f(x)  0 pada interval tersebut, 

maka luas daerah yang dibatasi oleh f(x), x = a, x = b dan sumbu x adalah : 

1 3

(3,3)

X

Y

(1,1)
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      
b

a

f(x)dxLuas  

 

 

Gambar 13.2. Daerah bidang yang dibatasi oleh f(x) ≥ 0, x=a, x=b dan sumbu x 

 

(B) Kalau f(x) kontinu pada interval a  x  b dan f(x)  0 pada interval tersebut, maka 

luas daerah yang dibatasi oleh f(x), x = a, x = b dan sumbu x adalah : 

               

b

a

f(x)dxLuas    

 

 

     Gambar 13.3. Daerah bidang yang  

     dibatasi oleh f(x) ≤ 0 

 

 

 

(C)  Kalau f(x) kontinu pada interval a  x  b dan bertukar tanda, maka luas daerah 

yang dibatasi oleh f(x)  0, x = a dan x = b dan sumbu x sama dengan 

penjumlahan luas masing-masing daerah. 

          

d

c

e

d

c

a

f(x)dxf(x)dxf(x)dxLuas  

 

 

 

 

 

        

a b

X

Y

y=f(x)

 

a b
X

Y

y=f(x)

 

a b
X

Y

y = f(x)

I

II

III

c d

 

Gambar 13.4. Daerah bidang yang 

dibatasi oleh f(x) kontinu 

pada interval a≤x≤b 
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Contoh soal dan penyelesaiannya : 

1. Hitung luas daerah yang dibatasi oleh parabola 42  xy , garis x = 0, x = 3, dan   

sumbu x. 

      Penyelesaian : 

        

2

0

3

2

22 4)dx(x4)dx(xLuas  

            
3

2

3
2

0

3 4x)(1/3x4x)1/3x(     

            
3

23
  

Catatan : 

Luas daerah yang dibatasi grafik x = f(y), garis-garis y = a, y = b, dan sumbu Y 

adalah:    
b

a

dyf(y)Luas  

 

14.2.  Volume Benda Putar 

Benda Putar 

Benda Putar dibentuk dengan memutar suatu bidang datar sekeliling sebuah 

garis, disebut sumbu putar pada bidang datar.  

Volume benda putar dapat ditemukan melalui salah satu cara dibawah ini. 

(i) Metode Cakram 

A. Sumbu putar merupakan bagian batas bidang datar. 

(1) Buatlah sketsa daerah yang dimaksud, suatu pita wakil tegak lurus sumbu 

putar, dan persegi panjang yang didekati pita tersebut. 

(2) Tulislah volume dari cakram (tabung) yang terbentuk, jika persegi panjang 

yang didekati itu diputar sekeliling sumbu putar dan hitung jumlah volume n 

buah persegi panjang yang didekati. 

(3) Andaikan banyaknya persegi panjang yang didekati, menuju tak berhingga dan 

gunakan Teorema dasar. 

B. Sumbu putar tidak merupakan bagian batas bidang datar. 

(1) Seperti (1) diatas. 

X

Y

0 1 2 3

-4

y = x2 - 4
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(2) Perpanjang sisi persegi panjang ABCD yang didekati, sampai bertemu sumbu 

putar di E dan F seperti gambar 1. Apabila persegi panjang yang didekati ini 

diputar sekeliling sumbu putar, suatu cincin penutup terbentuk, volumenya 

adalah selisih antara hasil putaran persegi panjang EABF dan ECDF sekeliling 

sumbu putar. Tulislah selisih antara kedua volume itu dan lanjutkan seperti (2) 

diatas. 

(3) Seperti (3) diatas. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Contoh soal dan penyelesaiannya : 

Cari volume benda yang terbentuk karena perputaran daerah yang dibatasi oleh 

8xy2   dan latus rectumnya (x = 2) sekeliling sumbu-y. 

Penyelesaian : 

Lihat gambar 13.5. 

Bagilah daerah tersebut dengan irisan horisontal. Jika persegi panjang yang didekati 

gambar 1 diputar sekeliling sumbu-y, yang membentuk sebuah pembersih yang 

volumenya berbeda dari volume yang dibentuk dengan perputaran ECDF (dimensi 2. 

y) dan persegi panjang EABF (dimensi x . y) sekeliling sumbu-y, yaitu (2)2y - 

(x)2y . Volume yang ditanyakan ialah : 

  




4

4

4

0

22

4

4

)4(24 dyxdyxdyV   

       

4

0

4

5

128
)

64
4(2 dy

y
 satuan kubik 

X

Y


y

0 2

(2, -4)

(2, 4)
P(x, y)

A

B

C

D

E

F

 
Gambar  13.5. Volume benda putar 
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14.3.  Volume Benda Putar dengan Penampang Lintang yang Diketahui 

Volume benda putar yang terbentuk karena perputaran daerah yang dibatasi 

oleh kurva y=f(x), sumbu-x dan garis x = a  dan x = b, sekeliling sumbu-x              

adalah 
b

a

dxy 2  .  

Integran 22 )}({ xfy    dapat ditafsirkan sebagai luas penampang lintang benda, 

yang terjadi oleh suatu bidang tegak lurus pada sumbu-x dan berjarak x satuan dari 

titik asal.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Sebaliknya, jika luas penampang silang ABC, yang terjadi oleh suatu bidang tegak 

lurus pada sumbu-x dan berjarak x satuan dari titik asal, dapat dinyatakan sebagai 

fungsi x, A(x), maka volume benda diberikan oleh   
β

α

A(x)dxV  

Contoh soal dan penyelesaiannya : 

1. Suatu benda mempunyai lingkaran alas yang berjari-jari 4 satuan. Cari volume 

benda itu, jika setiap bidang irisan tegak lurus pada garis tegah yang tetap, 

merupakan segitiga samasisi. 

    Penyelesaian : 

    Ambil lingkaran seperti gambar dibawah, dengan sumbu-x sebagai garis tegah yang 

tetap. Persamaan lingkarannya 1622  yx . 

Penampang lintang ABC merupakan segitiga samasisi dengan sisi 2y dan luas                    

A(x)= ).16(33 22 xy   

 
Gambar. 13.6 Benda putar dengan penampang lintang yang diketahui  
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     








4

4

2 )16(3)( dxxdxxAV  

              kubiksatuan
x

x 3
3

256

3
163

4

4

3













 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

Soal-soal yang dipecahkan : 

1. Tentukan luas bidang datar yang dibatasi oleh parabola 2xy  , garis x =1 garis     

x = 3 dan sumbu x. 

     Penyelesaian : 

  
3

1

3

3

1

2

3

1
xdxxL    

                         

 

luassatuan
3

26

)1()3(
3

1 33





 

 

 

2. Hitung luas daerah yang dibatasi oleh parabola : 12xy 2   dan garis y = x + 1. 

    Penyelesaian : 

    Tentukan titik-titik potong kurva, sebagai batas integral :  

-2x2 + 1 = x +1 

-2x2 – x = 0 

-x (2x + 1) = 0     x1 = 0  dan x2 = - ½  

 
Gambar 13.7. Volume benda yang dibatasi lingkaran dengan alas berjari-jari 4 satuan  
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 Luas daerah yang dimaksud adalah :  

        
 



0

1/2

0

1/2

22 x)dx2x(1)]dx(x1)2x[(L   

                                                        

]1/2)(
2

1
1/2)(

3

2
[](0)

2

1
(0)

3

2
[

x
2

1
x

3

2

2323

0

1/2

23




  

                                                        

luassatuan
2

1

24

3

24

2

]
8

1

24

2
[





 

3.  Cari  luas  permukaan  benda  putar  yang terbentuk oleh perputaran busur x = y3 

dari y = 0 sampai y = 1disekeliling sumbu-y. 

     Penyelesaian : 

 

 

 

 

 

 

      









1

0

43

2

91212 dyyydy
dx

dy
xS

d

c

y   

                                                
2/34)91(

27
y


 luassatuan)11010(

27



 

 

y

x
0

(1,1)
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4. Hitung volume benda putar yang terbentuk  oleh lengkung y = x2,  sumbu x dan 

garis x = 0, garis x = 2. Diputar terhadap sumbu x sebagai sumbu putar. 

  Penyelesaian : 

  

 

 

 

 

 

 

 

5.  Hitung volume benda putar yang terbentuk oleh lengkung 
3xy  , x = 1, x = 3 

dan sumbu x sebagai sumbu putar. 

     Penyelesaian :  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6. Hitung volume benda putar daerah yang dibatasi oleh parabola y = -x2 – 3x + 

6 dan garis x + y – 3 =  0 diputar terhadap garis x = 3 sebagai sumbu putar. 

Penyelesaian : 

 Tentukan titik potong kedua grafik : 

-x2 – 3x + 6 = -x + 3   

x2 + 2x – 3 = 0    (x + 3)(x – 1) = 0 

     x1 = -3 dan x2 = 1 

 

 

volumesatuan








5

32
)02(

5

5

)(

)(

5

2

0

5

2

0

4

2

0

22













x

dxx

dxxV

 

 
volumesatuan









7

2
312)13(

7

7

)(

)(

7

3

1

7

3

1

6

3

1

23













x

dxx

dxxV
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0 1 2 3-2-3 -1

x = 3

x

y

 

 Maka volume benda putar adalah : 

3)}dxx(6)3xxx){((32πf(x)dxx2πV 2
1

3

1

3

  
 

 

    dx32xxx)(32π 2
1

3

 


 

    dx99xxx2π 23
1

3

 


 

   
1

3

234 9xx
2

9
x

3

1
x

4

1











 2   

3

256
  

 

14.4.  Rangkuman  

 Penerapan integral pada bidang teknik adalah untuk mengetahui volume benda 

putar dan mengetahui luas daerah pada bidang.  

Langkah-langkah dalam menghitung luas daeran dengan integral tertentu adalah :  

 Gambar daerah yang dimaksudkan, yang menunjukkan luas yang dicari, wakil 

pita, dan persegi panjang yang didekati. Sebagai suatu kebijaksanaan, akan 

ditunjukkan wakil sub selang yang lebarnya x ( atau y) dan titik kx (atau ky ) 

pada sub selang tersebut. 

 Tulis luas persegi panjang yang didekati dan jumlahnya untuk n buah persegi 

panjang 

 Misalkan jumlah persegi panjang menuju tak terhingga dan gunakan teorema 

dasar integrasi. 
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14.5.  Latihan  

1.  Tentukan luas daerah yang dibentuk oleh : y = x, y = 3x dan x + y = 4. 

2.  Hitung luas bidang datar yang dibatasi oleh parabola y = x2 + 1 dan garis y = 

5. 

3.  Hitung luas bidang datar yang dibatasi oleh parabola y = 9 – x2 dan y = x + 3. 

4.  Tentukan volume benda putar yang terbentuk oleh daerah yang dibatasi oleh 

sumbu y, grafik y = x3, y = 1 dan y = 8, diputar terhadap sumbu y sebagai 

sumbu putar. 

5.  Hitung volume benda putar yang terbentuk oleh daerah yang dibatasi y2 = 8x 

dan garis x = 2, diputar terhadap sumbu y sebagai sumbu putar. 

6.  Tentukan volume benda putar yang terbentuk oleh daerah  yang dibatasi oleh         

y = 2x2, y = 0, x = 0 dan garis x = 3, diputar terhadap sumbu-y sebagai sumbu 

putar. 
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PERTEMUAN 15 
INTEGRAL TAK TENTU DAN  

INTEGRAL TAK WAJAR  
 

Capaian 
Pembelajaran 

: Mahasiswa memahami dan mampu 
menyelesaikan Integral  tak tentu 
dan Integral tak wajar 

Sub Pokok 
Bahasan 

: 15.1. Bentuk tak tentu jenis 0/0 

15.2. Aturan l’Hopital untuk Bentuk 

0/0 

15.3. Teorena Nilai Rata-rata 

Cauchy 

15.4. Integral Tak Wajar 

15.5. Pemakaian Integral tak tentu 

Daftar Pustaka : 1. Edwin J. Purcell and Dale 
Varberg, “Kalkulus dan Geometri 
Analitis”, Jilid I, Edisi Kelima, 
Penerbit Erlangga, 1999.  

2. Thomas, ”Calculus with Analityc 
Geometric" 

3. Frank Ayres, JR.,Ph.D.  
“Kalkulus”, Seri Buku Schaum 
Teori dan Soal-soal, Edisi Kedua, 
Penerbit Erlangga. 

 

 

Widya Gama Lumajang
Institut Teknologi dan bisnis
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4. Yusuf Yahya, D. Suryadi H.S, dan  
Agus S, “Matematika Dasar untuk 
Perguruan Tinggi”, Penerbit 
Ghalia Indonesia. 

5. N. Soemartojo, Dra, Prof, 
“Kalkulus”, Edisi Ketiga, Penerbit 
Erlangga, 1993. 

6. Robert Wrede, Ph.D, Murray R. 
spiegel, Ph.D, “Teori dan soal-
soal Kalkulus Lanjutan”,  
Schaum’s Outline, Edisi kedua, 
Penerbit Erlangga. 
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Tidak semua integral fungsi dapat diselesaikan dengan teorema dasar kalkulus, 

dimana teorema dasar kalkulus untuk integral  

b

a

F(a)F(b)f(x)dx tidak berlaku untuk 

integrasi fungsi tersebut. Integral dimana  

b

a

F(a)F(b)f(x)dx tidak berlaku disebut 

dengan integral tak wajar.  

Integral tak wajar adalah limit dari integral tertentu dengan batas pengintegralan 

mendekati bilangan riel tertentu ∞, -∞, atau pada beberapa kasus keduanya.  

 Integral tak wajar digunakan untuk menghitung nilai integral yang tidak ada 

dalam arti umum, dimana salah satu batas integralnya adalah tak hingga (∞).  

 

15.1.  Bentuk Tak Tentu Jenis 0/0 

Ada 3 masalah limit yang dikenal, yaitu :   

 
x

sinx
lim

0x
,   

 
6xx

9x
lim

2

2

3x 




,     

 
ax

f(a)f(x)
lim

ax 




 

Ketiga limit ini memiliki penampilan yang sama, yaitu ada hasil bagi dan dalam ketiga 

limit itu pembilang dan penyebut berlimit nol, sehingga dengan menggunakan aturan 

penarikan limit untuk hasil bagi, diperoleh jawaban yang tak ada artinya, yaitu 0/0. 

Limit tersebut tidak dapat ditentukan dengan aturan hasil bagi limit. 

Aturan yang lazim dipakai untuk menghitung limit-limit demikian dinamakan Aturan 

l’Hopital.  

 

15.2.  Aturan l’Hopital untuk Bentuk 0/0 

Andaikan 0g(x)limf(x)lim
uxux




  

Apabila (x)](x)/g[f lim ''
 ada, baik ia terhingga atau tak terhingga (bilangan terhingga 

L, , atau -), maka :  
(x)g

(x)f
lim

'

'

ux
 

Disini u dapat mewakili sebarang simbol a, a-, a+, - atau +. 
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Contoh soal dan penyelesaiannya : 

Gunakan aturan l’Hopital untuk membuktikan bahwa : 

a) 0
x

sinx
lim

0x



    c) 

x

cosx1
lim

0x




 

b) 
6xx

9x
lim

2

2

3x 




    d) 

44xx

103xx
lim

2

2

2x 




  

Penyelesaian : 

a)  
xD

sinxD
lim

x

sinx
lim

x

x

0x0x 
    c. 

xD

cosx)(1D
lim

x

cosx1
lim

x

x

0x0x







 

                1
1

cosx
lim

0x



                       0

1

sinx
lim

0x



 

b)  
12x

2x
lim

6xx

9x
lim

3x2

2

3x 







   d. 

42x

32x
lim

44xx

103xx
lim

2x
2

2

2x 







 

 

                       
5

6
                                                          

 

15.3. Teorena Nilai Rata-rata Cauchy 

Andaikan f dan g fungsi yang terdiferensialkan pada selang (a, b) dan kontinu 

pada selang [a, b]. Apabila g (x)  0 untuk semua x di (a, b), maka ada bilangan c 

dalam selang (a, b) sehingga  
 c)g

(c)f

g(a)g(b)

f(a)f(b)
'

'




 . 

Bukti aturan l’Hopital : 

Adanya ](x)(x)/g[flim ''

ax 
 mengandung pula sifat adanya f (x) dan g (x) paling sedikit 

dalam lingkungan (a, b) dari a dan bahwa kita hanya mengetahui f(x)lim
ax 

= 0 dan 

0g(x)lim
ax




. Sehingga dapat didefinisikan bahwa f(a) =0 dan g(a) = 0. Dengan 

demikian f dan g kontinu (kanan) di a. Ini semua perlu agar f dan g memenuhi syarat-

syarat dalam teorema nilai rata-rata Cauchy pada selang [a, b]. Dengan demikian 

maka ada c dalam (a, b) sehingga  
 c)g

(c)f

g(a)g(b)

f(a)f(b)
'

'





 

Oleh karena f(a) = 0 = g(a), maka  
 c)g

(c)f

g(b)

f(b)
'

'

  
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Apabila b  a+ jadi juga c  a+, maka diperoleh :  
(c)g

(c)f
lim

g(b)

f(b)
lim

'

'

acab  
  

Bukti yang serupa berlaku untuk limit kiri. 

 

15.4. Integral Tak Wajar 

Integral Tertentu 
b

a

f(x)dx  disebut integral tak wajar, jika : 

a)  integral f(x) mempunyai satu atau lebih titik diskontinu pada selang a  x  b, atau 

b)  paling sedikit satu batas integrasinya tak berhingga 

Integran yang Diskontinu, jika f(x) pada selang a  x < b, tetapi diskontinu pada           

x = b, maka didefinisikan  


 


b

a

εb

a
0ε

f(x)dxlimf(x)dx  asalkan limit ada. 

Jika f(x) kontinu pada selang a < x  b, tetapi diskontinu di x = a, didefinisikan  

 


 


b

a

b

εa
0ε

f(x)dxlimf(x)dx  asalkan limit ada. 

Jika  f(x)  kontinu  untuk  semua  nilai x  pada  selang  a  x  b, kecuali x = c, di 

mana  a<c<b, didefinisikan   






 


b

εc
0ε

b

a

εc

a
0ε

f(x)dxlimf(x)dxlimf(x)dx   asalkan kedua limit 

itu ada. 

 

Contoh soal dan penyelesaiannya : 

1. Hitung : 


3

0
2x9

dx
 

   Penyelesaian : 

   Integran diskontinu pada x = 3.  

3

ε3
arcsinlim

3

x
arcsinlim

x9

dx
lim

0ε

ε3

00ε

ε3

0
20ε





 








  

                              π
2

1
1arcsinlim

0ε



 

    Maka  :   π
2

1

x9

dx
3

0
2



  
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2.    Tentukan kekonvergenan integral : 


1

0

25 dxx  

        Penyelesaian : 

             

1

0

2

1

0

2 1
55 dx

x
dxx  

                       


1

2
0

1
lim.5

u
u

dx
x

 

              
 

  







 

11

1

0

1

0

105

lim.5 x
u  

       Limitnya tidak ada, maka integral tak wajar divergen 

 

15.5. Bentuk Tak Wajar yang Lain 

Untuk limit sebagai berikut : 
xx e

x


lim   

Bentuk limit ini tergolong bentuk 
g(x)

f(x)
lim
x 

 yang memiliki sifat bahwa pembilang dan 

penyebut menuju tak terhingga. Bentuk tersebut dinamakan bentuk tak-tentu dari 

jenis /.  Bentuk l’Hopital juga berlaku dalam hal ini. Jadi, 
(x)g

(x)f
lim

g(x)

f(x)
lim

'

'

xx 
  

Contoh soal dan penyelesaiannya : 

1.   Tentukan 
xx e

x


lim  

      Penyelesaian : 

      Tampak bahwa x dan ex menuju  apabila x .  

      Dengan menggunakan Aturan l’Hopital diperoleh 

 x
x

x

xxx eD

xD
lim

e

x
lim


  

                   0
e

1
lim

xx



 

2.   Hitung Integral tak wajar dari fungsi kontinu 
2x1

1
f(x)


  pada (-∞, ∞) ! 

      Penyelesaian : 
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  













0

0

222 111 x

dx

x

dx

x

dx
 

                       







0

0

22 1
lim

1
lim

a

b

ba x

dx

x

dx
 

                        
b

baa
xx

0

1
0

1 tanlimtanlim 






  

                        ba
ba

11 tanlimtanlim 






  

    

Konvergen














2

1

2

1

 

3.   Hitunglah : 


1

23 dxe x  

      Penyelesaian : 

         




1

2

1

2 3lim3
a

x

a

x dxedxe  

                       
1

2

2

3
lim

a

x

a
e 











    a

a
ee 22lim

2

3



 

                       a

aa
ee 22 lim

2

3
lim

2

3


  

                       22

2

3
0

2

3
ee      Integral konvergen ke nilai  2

2

3
e  

4.   Tentukan Integral tak wajar dari fungsi kontinu 




1

3

4

x

dx
 pada (-∞, -1) 

       Penyelesaian :  

        










1

3

1

3

4
lim

4

a
a x

dx

x

dx
 

        
1

3/2

2

3
lim.4














aa
x  

                    


3/21
2

3
lim.4 a
a

   divergen  
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15.6. Pemakaian Integral Tak Tentu 

Bila persamaan y = f(x) suatu kurva diketahui kemiringan m di tiap titik P(x,y) 

pada kurva tersebut diberikan oleh m = f (x). Sebaliknya, bila kemiringan suatu kurva 

di titik P(x,y) padanya diberikan oleh m = dy/dx = f (x), kumpulan kurva y = f(x) + 

C dapat ditemukan lewat integrasi. Untuk mengambil salah satu kurva tertentu dari 

kumpulan itu, perlu ditetapkan atau ditentukan suatu nilai C. Ini dapat dilakukan 

dengan menyatakan bahwa karna melalui suatu titik tertentu. 

Suatu persamaan s = f(t), dimana s adalah jarak suatu benda pada t terhadap suatu 

titik tetap pada lintasannya (garis lurus), dengan lengkap mendefinisikan gerakan 

benda.  

Kecepatan dan percepatan pada saat t diberikan oleh  

 (t)f
dt

ds
v '      dan    (t)f

dt

sd

dt

dv
a ''

2

2

  

 

Contoh soal dan penyelesaiannya : 

1.  Carilah persamaan kumpulan kurva yang kemiringannya di titik P(x,y) adalah       

m= 3x2y dan persamaan kumpulan kurva yang melalui titik (0,8). 

     Penyelesaian : 

 dx3x
y

dy
atauy3x

dx

dy
m 22  , maka c lnxCxy ln 33   dan 

3xcey  . 

     Jika x = 0 dan y = 8,  

 8 = ce0 = c 

     Persamaan kurva yang ditanyakan adalah : 
3x8ey   

2.  Suatu besaran tertentu q bertambah dengan kelajuan yang sebanding dengan 

besarnya sendiri. Jika q = 25 bila t = 0 dan q = 75 bila t = 2, cari q bila t = 6. 

 Penyelesaian : 

 Karena kdt
q

dq
diperolehkq,

dt

dq
 . 

  Maka : ln q = kt + ln c atau 
ktceq   

  Bila t = 0, q = 25 = ce0 = c; jadi q = 25ekt 

  Bila t = 2, q = 25e2k = 75; maka e2k = 3 = e1.10 dan k= 55 

  Bila t = 6, q = 25e55t = 22e3.3 = 25(e1.1)3  = 25(27) = 675 
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15.7. Rangkuman   

Integral tak wajar digunakan untuk menghitung nilai integral yang tidak ada 

dalam arti umum, dimana paling tidak salah satu batas integralnya adalah tak hingga 

(∞). Manipulasi aljabar dengan Teorema L’Hopital dilakukan untuk menyelesaikan 

integral tak tentu bentuk 0/0 sehingga bentuknya bukan 0/0.   

 

15.8. Latihan  

1. Tentukan limit dari soal-soal dibawah ini. Periksa dengan seksama apakah syarat 

l’Hopital benar-benar telah terpenuhi sebelum digunakan : 

a)  
x

2xsinx
lim

0x




   d)  

1x

lnx
lim

21x 
 

b)  
1/2πx

cosx
lim

(1/2)πx 
   e)  

lnt

tt
lim

1t




 

 c)  
54xx

45xx
lim

2

2

1x 




 

2. Tentukan limit dari soal-soal dibawah ini. Telitilah dengan seksama sebelum 

menggunakan Aturan l’Hopital. 

a)   
xx e

x10

lim


    d) 
x

x
x)(sinlim

0
 

b)   
x

x

x ln

)ln(ln
lim


   e) 

2

)2(lim
0

x

x
x


 

 c)   
x

x
x /1lim


 

3.  Sebuah bola digelindingkan pada lapangan rumput datar dengan kecepatan awal 

8 m/s.    Karena gesekan, kecepatan berkurang dengan kelajuan 2 m/s. 

    Berapa jauhkah bola akan menggelinding ? 

4.  Hitunglah : 

 a)   
1

0 x

dx
      

 b)   


4

0 x4

dx
 

 c)    

4

0
x4

dx
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PERTEMUAN 16 
UJIAN AKHIR SEMESTER (UAS) 

 

Capaian 
Pembelajaran 

: Mahasiswa mampu menjawab dan 
menyelesaikan permasalahan yang 
diberikan dalam soal  

Sub Pokok 
Bahasan 

: 16.1. Soal Ujian Akhir Semester 

(UAS) 

Daftar Pustaka : 1. Edwin J. Purcell and Dale 
Varberg, “Kalkulus dan Geometri 
Analitis”, Jilid I, Edisi Kelima, 
Penerbit Erlangga, 1999.  

2. Thomas, ”Calculus with Analityc 
Geometric" 

3. Frank Ayres, JR.,Ph.D.  
“Kalkulus”, Seri Buku Schaum 
Teori dan Soal-soal, Edisi Kedua, 
Penerbit Erlangga. 

4. Yusuf Yahya, D. Suryadi H.S, 
dan  Agus S, “Matematika Dasar 
untuk Perguruan Tinggi”, 
Penerbit Ghalia Indonesia. 

 

 

Widya Gama Lumajang
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5. N. Soemartojo, Dra, Prof, 
“Kalkulus”, Edisi Ketiga, Penerbit 
Erlangga, 1993. 

6. Robert Wrede, Ph.D, Murray R. 
spiegel, Ph.D, “Teori dan soal-
soal Kalkulus Lanjutan”,  
Schaum’s Outline, Edisi kedua, 
Penerbit Erlangga. 
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16.1. Contoh Soal UAS  
 

1. Sebuah perusahaan yang memproduksi sejumlah barang  x, mengeluarkan biaya 

total  dinyatakan dengan persamaan  : 200120xx
2

11
x 23  . Sedangkan harga 

jual  barang x dinyatakan dengan persamaan  : - 10 x + 240.   

Hitunglah : 

a) Agar keuntungan yang diterima perusahaan maksimum, tentukan jumlah 

barang (x) yang harus terjual dan berapa besarnya keuntungan maksimum 

tersebut ? 

b) Jika banyaknya barang yang terjual sebanyak  5 dan 20 buah, apakah 

perusahaan untung atau rugi dan berapa keuntungan atau kerugian 

perusahaan tersebut ? 

 

2.  Tentukan luas daerah bidang yang dibatasi oleh parabola  y = 12 - x2  dan garis    

y + x = 0 

 

3.  Tentukan turunan pertama dari fungsi berikut ini :  

3 6

2

x
 24)ln(5xyA)                                  

4 8x

3x
yB)  7sin3 4x  

 

3.  Selesaikan soal integral berikut ini :  

dxxxxA )sin()(cos)1. 3332

                       
 


2

2
3

2

3

)1(
).2 dx

xx

x
                               

dxxxxB )cos()(sin2)1. 3332                      



6

3
3

2

62

)33(
)2 dx

xx

x
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